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INTERSECTIONS DE SURFACES 



I. CYLINDRES ET CONES. 

1. Problème* — Déterminer Vintersection de deux cylin- 
dres dont les traces horizontales sont deux cercles et G. La 

m 

ligne des centres OC est parallèle 4 la ligne de terre, et les géné- 
ratrices des deux surfaces sont de front (fig. 1). 

Les génératrices du cylindre font avec le plan horizontal un 
angle de 45* et celles du cylindre G font avec le même plan un 
angle de 30*. 

On représentera le cylindre C supposé plein et existant seul en 
supprimant la partie de ce corps comprise dans le cylindre 0. 

1* Contours apparents. 

Les génératrices de contour apparent horizontal du cy- 
lindre sont projetées horizontalement suivant les tangentes 
au cercle 0, ab et a^i,, parallèles à la ligne de terre; et, verti- 
calement, suivant a'b' faisant avec LT un angle de 45*. Les gé- 
nératrices de contour apparent vertical sont {de, d'e') et [d^e^, 
d'.e'.). 

On construit d'une manière analogue les contours apparents 
du cylindre C. 

â* Surfaces auxiliaires. 

Nous emploierons des plans parallèles à la fois aux généra- 
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trices des deux cylindres (voir notre Cours de géométrie des- 
criptive, !!• vol., 2* fasc). 

Dans le cas particulier que nous traitons, ces plans sont 
parallèles au plan vertical. 
3^ Détermination d'un point quelconque de l'intersection. . 
Soit P la trace horizontale d'un plan auxiliaire. 
Ce plan coupe le cylindre suivant les génératrices {jk, fk!) 
et Oi*i»/i*'i)» ®^ '® cylindre G suivant (/m, /W) et (/jm^, l\m'^. 
Les points (n', n), (jo', p)^ (y', q) et (r', r), communs à ces 
Sënâ:&trices, sont quatre points de l'intersection cherchée. 
4* Tangente en (p, />'). 

Les plans tangents aux cylindres et G en (/?, p') ont, respec- 
tivement, pour trace horizontale la tangente ys au cercle et 
la tangente l^ 6 au cercle G. La tangente cherchée est donc la 
droite (9/9, 6>'). 
5** Points remarquables de Vintersection. 
Les plans auxiliaires limites sont les plans de front tangents 
au cylindre 0. 

Le plan de front ab fournit les points {s\ s) et (u', ti), et le 
plan de front afi^ donne [s\ s^ et (t*', u,). 

Le plan de front dont la trace horizontale est dh fournit les 
points de l'intersection situés sur les contours apparents verti- 
caux des deux cylindres. 
L'intersection présente un cas de pénétration. Elle se compose 

de deux courbes distinctes, fermées, sans 
J^'^ point double. La courbe d'entrée (du cy- 

lindre dans le cylindre G est {rsps^...f 
r's'p^....) et la courbe de sortie [qunu^..,, 
q'u^n\...). 

6* Points doubles de la projection ho- 
— T rizontale. 

En traçant les projections de Tinter- 
section à l'aide des points déterminés, 
on reconnaît que la projection horizon- 
^^S^L taie présente deux points doubles x 

y^ et z. 

Il est aisé, dans le cas qui nous occupe, 
de construire directement ces points doubles. 
A cet effet, observons en premier lieu que, l'intersection 
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n'ayant pas de point double, si sa projection horizontale en 
présente un x (fig. 2), c'est que la verticale du point a? coupe Tin- 
tersection en deux points (x, or') et (Xy y'); d'où il résulte que la 
droite (ar, x'y') est une corde verticale commune aux deux sur- 
liaces. 

Remarquons actuellement que le point milieu (m', m) de cette 



J^-^ 




corde se projette horizontalement en x, et qu'il appartient à la 
fois aux deux plans diamétraux conjugués des cordes verticales 
dans les deux surfaces. 

Il résulte de là que : 

Le point double x appartient à la projection horizontale de 
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rintenection des plané diamétraux conjugués des cardes verti- 
cales dans les deiuc star faces. 

On est donc conduit à construire ces plans diamétraux. 

Considérons un cylindre du second degré {efgk^ afh'afd') 
(flg. 3)* Pour inscrire dans ce cylindre une corde verticale, 
coupons la surface par un plan vertical P parallèle à ses géné- 
ratrices et traçons dans le plan P une perpendiculaire au plan 
horizontal ; la portion (i, VV) de cette perpendiculaire comprise 
entre les deux génératrices {ik, W) et (/A, //') eât la corde 
cherchée. 

Le lieu géométrique des milieux (m^ m) des cordes verticales 
que Ton peut ainsi tracer dans le plan P est la droite (m'n'y mn) 
parallèle aux génératrices du cylimlre. Le point n étant le 
milieu de xj^ le lieu géométrique des traces horizontales n des 
droites telles que {vn!n'y mn) fournies par tous les plans verticaux 
parallèles à P est le diamètre de la conique G conjugué des 
cordes parallèles à y, diamètre qui n'est autre que eg. Il en 
résulte que le lieu des droites {m'n^ mn) est le plan mené par eg 
parallèlement aux génératrices du cylindre ; donc enfin : 

Dans un cylindre du second degré, le plan diamétral ctmjugué 
des cordes verticales est le plan qui détermine les génératrices 
de contour apparent horizontal, ^ 

Dans l'épure (fig. 1), les plans diamétraux conjugués des 
cordes verticales dans le cylindre et dans le cylindre G sont 
alors, respectivement, Va'a ii g'ff. Ges plans, perpendiculaires 
au plan vertical, se coupent suivant une droite perpendiculaire 
au plan vertical en v' et projetée horizontalement suivant vol ; 
donc les points doubles de la projection horizontale de Vinter- 
section appartiennent à la droite vct. 

Actuellement, pour obtenir ces points eux-mêmes, coupons les 
deux surfaces par le plan qui projette va sur le plan horizon- 
tal. 

Ce plan coupe le cylindre suivant une circonférence égale 
à la circonférence de base, car les sections du cylindre 0, hori- 
zontales et do profil, sont antiparallèles. U détermine dans le 
cylindre G une ellipse dont le grand axe et le petit axe sont 
égaux respectivement à //et ft\. Les points communs à la cir- 
conférence et à l'ellipse situées dans le plan de profil vct appar- 
tiennent à l'intersection des deux cylindres ; ce sont ceux qui 
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founÛBaeai les points doubles de la prcgection horixonUle de 
rintersection. 

Poar les déterminer, rabattons le plan de profil v% sur le 
plan horizontal ; la circonférence vient en dad^m^ et l'ellipse en 
^l'^t^s'^t* L^ points X| et Yp communs aux deux courbes» 
fournissent le point double x, et les points X, et Y, donnent le 
point double z. 

En considérant les génératrices du cylindre dont les traces 
horizontales sont X^ et Yp X, et Y^. on obtient les projections 
verticales, x' et y\ des points projetés horizontalement en x 
et en x. 

Remapqaes» — Des considérations analogues aux précé- 
dentes prouvent que : 

1* L^ points doubles de la projection verticale de l'intersec- 
tion de deux surfaces du second degré appartiennent à la pro- 
jection verticale de Tintersection des plans diamétraux conju- 
gués des cordes perpendiculaires au plan vertical dans les deux 
surfaces. 

3® Dans un cylindre du second degré, le plan diamétral 
conjugué des cordes perpendicul6Jres au plan vertical est le 
plan qui détermine les génératrices de contour apparent verti- 
cal. 

Quand le plan qui projette Tintersection des plans diamétraux 
ne coupe pas les deux surfaces suivant des lignes faciles à con- 
struire, on ne détermine pas les points doubles; on se contente 
de la ligne qui les contient. 

1^ Asymptotet de la projection verticale (Concours d'admission 
à l'École polytechnique — 1880 et 1881, examen oral). 

Les deux cylindres considérés sont du second degré et ont un 
plan principal commun parallèle au plan vertical, donc la pro- 
jection verticale de leur intersection est une courbe du second 
degré (voir notre Cours, II* vol., 2* fasc.). 

Nous allons prouver que cette courbe admet deux asymptote$^ 
d'où nous conclurons que la projection verticale de rintersection 
est une hyperbole. 

La détermination des asymptotes de la projection verticale est 
basée sur le principe suivant : 

Quand un mime plan coupe deux surfaces du second degré 
suivant des courbes komothétiques^ ces courbes se rencontrent 
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Constamment en deux points à l'infini et en deux autres généra- 
lement à distance finie, réels ou imaginaires. 

Coupons les deux cylindres par un pian horizontal R'. Ce 
plan détermine dans les deux surfaces deux courbes homothéti- 
ques [circonférences ayant pour centres les points (8, 8') et 
(«' e] qui se rencontrent en deux points (P, P') et (y, P') symétri- 
ques par rapport au plan de front OC, et projetés verticalement 
au point unique f' situé sur R'. Le point P' est d'ailleurs réel, 
lors même que les points communs aux deux courbes devien- 
nent imaginaires. Ces deux courbes homothétiques ont, en 
outre, deux points communs à Tinfini sur une perpendiculaire 
au plan vertical et projetés, par suite, sur R' en un point situé 
à rinûni. 

Il résulte de là qu'une parallèle R' à la ligne de terre ren- 
contre la conique projection verticale de l'intersection en un 
point P' à distance finie et en un point à l'infini ; donc la ligne de 
terre est une direction asymptotique de la projection verticale. 

Cela posé, quand le plan sécant horizontal donnera deux 
sections homothétiques concentriques^ le point P' se transpor- 
tera aussi à l'infini, et la trace verticale de' ce plan sera une 
asymptote. 

Pour qu*un plan horizontal fournisse deux sections concen- 
triques, il faut qu'il soit mené par le point d'intersection des 
deux diamètres conjugués des sections horizontales dans les 
deux surfaces. Ces deux diamètres sont : (v'a', vO) pour le 
cylindre et {v'f, vC) pour le cylindre C ; ils se coupent en (v', v), 
donc la parallèle jjl'v' menée par v' à la ligne de terre est une 
première asymptote de la projection verticale. 

Pour déterminer la seconde asymptote, il faut trouver un se- 
cond plan donnant dans les deux surfaces des sections homothé- 
tiques concentriques. 

A cet effet, construisons sur la section projetée verticalement 
en [jl'v' un cylindre 0| homothètique du cylindre ; les généra- 
trices de contour apparent vertical du cylindre Oj sont projetées 
verticalement suivant les parallèles [i.'|jl', et v'v', à rfV. 

Les deux cylindres 0| et C ayant une courbe plane commune 
(le cercle projeté verticalement suivant jt' v') se coupent suivant 
une seconde courbe plane (voir notre CourSy II* vol., 2* fasc). 
Cette courbe est projetée verticalement selon p'<j'. 
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Le plan pV, perpendiculaire au plan verticaU coupe les 
cylindres 0| et C suivant la même courbe ; il coupe les cylindres 
0| et O suivant deux courbes homothétiques ayant même centre 
(i/,v), donc il coupe aussi les cylindres et G suivant deux 
courbes homothétiques ayant même centre {v'^v), et, par suite» 
la droite pV est la seconde asymptote de la projection verticale. 
Cette projection est donc une hyperbole. 

]>oiinées nnmérlqiies* 

Dans un cadre de STO"" sur 430"*™, on placera la ligne de terre 
parallèlement aux grands côtés et à 110"^"^ du côté inférieur. 

On prendra la ligne des centres OC à 55"*"^ de la ligne de 
terre et le point à 135"*"^ du petit côté de gauche du cadre. 



nm 



Oa = 35~, OG = 195«», C/*=45 



Les deux cylindres ont pour hauteur commune 135' 

Titre extérieur : Intersection de surfaces. 

litre intérieur : Cylindres. 

)S. Problème. — On donne deux cônes S et S| dont les 
traces horizontales sont deux cercles etO^. La ligne des centres 
00| est parallèle à la ligne de terre et les sommets des deux 
cônes sont dans le plan de front 00| (fîg. 4). 

On demande : 

1* De construire l'intersection des deux cônes; 

2* De représenter le cône S| supposé plein et existant seul, en 
supprimant la partie de ce corps comprise dans le cône S. 

La méthode à employer pour déterminer Tintersection des 
deux cônes consiste (voir notre Cours, !!• vol., 2* fasc.) à couper 
les deux s>urfaces par des plans passant par la droite des som- 
mets SS|. 

Les traces horizontales de ces plans auxiliaires passeront 
toutes par la trace horizontale i^ de la droite {ss^y s^s\). • 

Soit P la trace horizontale d*un plan auxiliaire. 

Ce plan coupe le cône S suivant les génératrices {sa^s'a') et 
(«é, «'è') et le cône S^ suivant les génératrices {s^a^, s\a\) et 
(»i*p *'i*i'); les quatre points (m, m'), (n, n'), (y, q') et {r/r) 
communs à ces génératrices appartiennent à Tintersection cher- 
chée. La tangente en Tun de ces points s'obtiendrait aisément 
par la méthode des plans tangents. 
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Le plan auxiliaire P|, symétrique du plan P par rapport au 
plan de front 00^ fournit les points (m', m|), (n, n\), {q', q^) et 
(t'y r^) symétriques des premiers par rapport au plan de front 
00| qui est d'ailleurs un plan principal commun aux deux 
surfaces. 

Les plans auxiliaires limites ont pour traces horizontales les 




tangentes au cercle issues du point t|. Ils donnent les points 
(u', w), (w', wj et (î)', u), [v\ «,). En ces points, Tintersection est 
tangente aux génératrices déterminées dans le cône S| par le 
plan auxiliaire limite. Nous n'avons construit que les projec- 
tions verticales, «\a'et $\^\ de ces génératrices. 



Questiovs de, géométrie descriptire. 




Librairie Ch. Oklacrave. 
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Les points situés sur les génératrices de contour apparent 
horizontal du cône S sont (x', x), (a/, xj et (y', y), (y', yj. Pour 
ne pas surcharger l'épure, nous n'avons pas indiqué les généra- 
trices du cône S^ qui passent par ces points. 

Le plan de front 00| fournit les points qui appartiennent aux 
contours apparents verticaux des deux cônes. 

Points doubles de la projection horizontale, 

La projection horizontale de l'intersection des deux surfaces 
présente deux points doubles z eiz^. 

Nous avons démontré {i^'&*) que les points doubles de la pro- 
jection horizontale de Vintersection de deux surfaces du second 
degré appartiennent à la projection horizontale de Vintersection 
des plans diamétraux conjugués des cordes verticales dans les 
deux surfaces. 

Cherchons alors les plans diamétraux conjugués des cordes 
verticales dans les deux cônes. 

Soit (5, 5') un cône du second degré (fig. 5). Coupons ce cône 
par un plan vertical sij passant par le sommet (5, s')y et inscri- 
vons dans l'angle isj une corde verticale [W, k). 

Le lieu des milieux (m\ m) des cordes verticales que l'on peut 
tracer dans le plan S(;' est la droite {s'mW, smn). 

Déterminons la trace horizontale n de cette droite et cher- 
chons le lieu du point n quand si tourne autour de s. 

Menons par m! une parallèle a'm'c' à la ligne de terre. 

Les triangles semblables m'k^a' et c'sW donnent 

m!^_tnf^ (1) 

cW~ c's' 

et les triangles semblables m!W et c^s'b' : 

n^_mT^ (2) 

c'a' ~" c's' 



Comparant les proportions (1) et (2) et remarquant que m'I' =1 
m'k!^ il vient : 

m V _ m'b' 
c'a' ~" c'b' 
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m'ai c'a' 




m'b' ~ e'b' 


II en résulte 


•■ 




n'i' di' 
n'f df 



et aussi 

ni si 

c'est-à-dire que n et s sont conjugués harmoniques par rapport 
aux deux points iet']. 

n résulte de là que le lieu du point n est la corde des contacts 
eg des tangentes à la conique eigj issues du point s. 

On en conclut que 

Dans un cône du second degré, le plan diamétral conjugué des 
cordes verticales est le plan qui détermine les génératrices de 
contour apparent horizontal. 

Dans notre épure {(ig. 4) les plans diamétraux conjugués des 
cordes verticales dans le cône S et dans le cône S^ sont, respec- 
tivement, s'y'y et 5'j8'8. Ces plans se coupent suivant la droite 
(e', e|jL), donc les points doubles de la projection horizontale de 
r intersection appartiennent à la droite ejx. 

Remarque. Dans un cône du second degré, le plan diamétral 
conjugué des cordes perpendiculaires au plan vertical est le plan 
qui détermine les génératrices de contour apparent vertical. 

Asymptotes de la projection verticale (Concours d'admission 
à rÉcole polytechnique — 1880 et 1881, Examen oral). 

Les deux cônes du second degré S et S^ ont un plan principal 
commun parallèle au plan vertical, donc la projection verticale 
de leur intersection est une courbe du second degré (voir notre 
Cours, II^voL, 2'fasc.). 

Cette courbe est une hyperbole. Nous allons prouver, en effet, 
qu'elle admet deux asymptotes. 

Les deux surfaces étant coupées par un plan horizontal quel- 
conque suivant des courbes homothétiques, on reconnaît immé- 
diatement (en se reportant au n* précédent 1, 7®) que la ligne de 
terre est une direction asymptotique. 
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Les diamètres conjugués des sections horizontales dans les 
deux cônes S et S, sont, respectivement, (5O, s'o') et {sfi^t 9\o\). 
Le plan horizontal mené par le point d'intersection fî de ces 
diamètres fournit deux sections homothétiques concentriques ^ 
donc la parallèle vV menée par «>' à LT est une asymptote de la 
projection verticaU. 

Gomme pour le cas de deux cylindres (1>7®), construisons sur 
la section horizontale du cône S^ projetée verticalement en y'ic' 
un cône S, homothétique du cône S|. Les projections verticales 
des génératrices de contour apparent vertical du cône S, sont 
les parallèles v's', à i'$' et iç'5'j à k's*. • 

Les deux cônes S| et S, ayant une courbe plane commune (la 
section du cône Sj projetée verticalement en vV), se coupent 
suivant une seconde courbe plane projetée verticalement selon 
la droite v'jIï'j. Le plan de cette courbe coupe les cônes S^ et S^ 
suivant deux courbes homothétiques dont les centres sont pro- 
jetés verticalement en t\, milieu de v'jir^ et en V milieu de la 
portion de v'^ ic', comprise dans langle is'V, donc v\ic', est une 
direction asymptotique de la projection verticale. 

Les diamètres conjugués des sections perpendiculaires au 
plan vertical, et parallèles à v'^ ir'^ sont projetés verticalement 
en 5'j/', et s*t\ Us se coupent en un point projeté verticalement 
en 6', donc la parallèle menée par 8' à v'^ir'^ est la seconde 
asymptote de la projection verticale. 

Données numériques* 

Dans un cadre de 290""* sur 440"*™, placer LT parallèlement 
aux grands côtés du cadre et à 120""* du côté inférieur. 

Prendre o\ à 75"*™ du côté de gauche, o\ 0^ = 60°*". 

Rayon du cercle 0, = 50™", 0,0 = 100"", rayon du cercle 
= 30"" Os = 80"". Cote du sommet S = 160"", 55^ =z 90"", 
ijt=6o"". 

Titre extérieur : Intersection de surfaces. 

Titre intérieur : Cônes. 

3. Problème. — Trouver les projections de Vintersection de 
deux cônes S et S, définis de la manière suivante (fîg. 6) : 

La hase A du cône S est un cercle horizontal dont le centre est 
situé sur la ligne de terre et dont le rayon est de 0",05. Son 
sommet S élevé de 0",20 au-dessus du plan horizontal se projette 
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horizontalement sur l'un des points S où le cercle de base coupe la 
ligne de terre. 

La base B du cône S| est aussi un cercle horizontal ayant le 
même centre que le premier et un rayon double. Son sommet S| a 
la même projection horizontale que le sommet du cône S et une 
hauteur de 0*^,10 au-dessus du plan horizontal. 

(Concours d'admission à TÉcole centrale — /1864, 2' session). 

Nous prenons pour surfaces auxiliaires des plans passant par 
la droite des sommets SS|. Ces plans sont verticaux ; lisent pour 
trace verticale commune la droite s's et leurs traces horizontales 
passent toutes par le point s. 

Soit s fia, trace horizontale d'un plan auxiliaire. 

Ce plan coupe le cône S suivant les génératrices s's et {sh, 
s'h') ; il détermine dans le cône S| les génératrices {sj, s'J') et 
{sifff s\g\) : les points {s\y «,), (m', m) et (n', n), communs à ces 
génératrices, sont trois points de l'intersection cherchée. Ob* 
servons d'ailleurs que le plan vertical de projection étant un 
plan principal commun aux deux cônes, l'intersection est symé* 
trique par rapport à ce plan ; on déduit alors aisément des points 
(m, m') et (n, n'), les points (»i„ m') et (n^, n'). 

Le plan vertical de projection, considéré comme plan auxi- 
liaire, fournit, outre le point {s\, s^), les points (o^ o) et (p'»p). 

La tangente à l'intersection en {m^m') s'obtient en prenant 
l'intersection des plans tangents en ce point aux deux cônes. 
Les traces horizontales de ces plans sont la tangente ht au 
cercle A (cône S) et la tangente ft au cercle B (cône S J. Le point 
t est la trace horizontale de la tangente cherchée qui est, par 
suite, la droite (^m, ^m'). 

En {o\ o) et en (p', p), les tangentes à l'intersection sont per- 
pendiculaires au plan vertical. 

Le point (s'^, sj est un point double de l'intersection des deux 
cônes. Les tangentes en ce f^oint sont les génératrices du cône 
S| projetées horizontalement en s^ol, et en s^^; elles sont proje- 
tées verticalement suivant ss\s'. 

Asymptotes de la projection verticale. 

Les deux cônes considérés sont du second degré et le plan 
vertical est un plan principal commun aux deux surfaces, donc 
la projection verticale de leur intersection est une courbe du 
second degré (voir notre Cours, !!• vol., 2* fasc). 
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Cherchons si celte courbe admet des asymptotes. 

Le plan horizontal de projection coupant les deux cônes sui- 
vant deux courbes homothétiques concentriques, il en résulte 
(se reporter aux n""* 1 et 2) que la droite LT e$î une première 
oiymptatfét la projection verticale. 

Pour déterminer la seconde asymptote, construisons sur A un 
c6ne S, homothétique du cône S^. Les génératrices de contour 
apparent vertical du cône S, sont les parallèles cs\l à ds\ et s$\% 
à e^^. Les cônes S, et S ayant une courbe plane commune A, en 
ont une seconde projetée verticalement suivant la droite il qui 
est une direction asymptotique pour la projection verticale de 
rintersection des cônes S et S|. 

Les diamètres des deux cônes S et S^, conjugués des sections 
perpendiculaires au plan vertical et parallèles à t7, sont» respec- 
tivement, s'q et t\l se coupant en s'. (Des considérations géo- 
métriques très simples montrent que le point q^ milieu de il, est 
le point commun à p'p et à $\o\ et que le point milieu de qr est 
le point /). Donc la seconde asymptote est la parallèle s'y à il, et 
la projection verticale de l'intersection est une hyperbole» 

Il était d'ailleurs aisé de voir que le point s' appartient à la 
seconde asymptote; car, dans une hyperbole, la portion de tan- 
gente comprise entre les deux asymptotes étant divisée en deux 
parties égales par le point de contact, si Ton prend sur la 
tangente ss\ en s\ une longueur s\s' égale à s\s, le point obtenu 
s' appartient à la seconde asymptote de l'hyperbole o's\p\ 

Remarque. 

Ces résultats peuvent aussi s'obtenir facilement par des consi- 
dérations analytiques. 

Prenons pour plan des xz le plan vertical de projection et 
pour plan des xy et des yz^ respectivement le plan horizontal 
et le plan de profil qui passent par le point s\. 

1* Equation du cône S. 

En désignant la longueur s\s par d, les équations du cercle A 
sont 

zz= — d (i) et x« — dx + y* = (2) • 

Les équations d'une droite quelconque passant par le point 
s' sont 

x:?=a(z — d) (3) et y=:A(« — d)(4 
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Si cette droite est une génératrice du cône S, elle s'appuie sur le 
cercle A et il existe entre les paramètres a,6 et d une relation 
qu'on obtient en éliminant x,y et z entre (1), (2), (3) et (4). 

Cette relation est 

2{a^ + b^) + a = (5) 

Pour obtenir Téquation du cône S, il suffit d'éliminer les para- 
mètres variables a et 6 entre les équations (3) et (4) de la géné- 
ratrice et Téquation de condition (5). 

On trouve ainsi 

2{x* + y^) + xz-'dx = . (G) 

r 

2® Equation du cône S^. 

Les équations du cercle B sont : 

z = ^d (6) et 4(a?» + y«) — 4da? — 3rf« = (7) 

Une droite quelconque passant par S^ a pour équations : 

xz=zaz (8) et y = bz (8) 

Éliminant x, y et z entre (6), (7), (8) et (9), on obtient la rela- 
tion qui doit exister entre a, b eid pour que la droite (8) (9) soit 
une génératrice du cône S,. 

Cette relation est 

4(a« + ô*) + 4a — 3 = (10) 

Eliminant enfin a et 6 entre (8), (9) et (10), il vient pour équa- 
tion du cône S, : 

4 {x* + y«) — 3z* + Axz = (H) 

3* Equation de la projectio7i verticale de Vintersection des deux 
cônes S et S|. 

On l'obtient en éliminant y entre les équations (6) et (H); on 
trouve aisément 

3z« — âx:; — 2rfa? = 
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C'est réquatioiï d'une hyperbole passant par l'origine et ayant 
pour tangente en ce point la droite x=:o, c'est-à-dire l'axe des 
z ou «'s. 

Les équations des asymptotes sont : 

3z — 2x'-3hz=0 

et 

z + h = 

Ces équations représentent respectivement la droite s'y et la 
ligne de terre. 

Bonnées numériques. 

Dans un cadre de 270™™ sur 430°™ placer la ligne de terre 
parallèlement aux petits côtés et à 160™™ du côté inférieur. Pren- 
dre le centre w des cercles A et B à 150™™ du côté de gauche. 

Titre extérieur : Intersection de surfaces. 

Titre intérieur : Cônes. 

4i. Problème* — On donne : 1® un cylindre ayant pour 
base un cercle C situé dans le plan horizontal de projection et 
dont les génératrices sont parallèles à la droite de front [bg, b'g') 
(fig. 7) ; 2® un cane dont la base est un cercle C^ situé dans le 
plan horizontal et dont le sommet est en {s,s') sur la génératrice 
(%»*y) du cylindre. Le cercle de base du cône est tangent en & à 
la base du cylindre. 

On demande : 

i^ De trouver les projections de l'intersection du cône et du 
cylindre; 

2° De représenter le cylindre supposé plein et existant seul, en 
supprimant la partie de ce corps comprise dans le cône (Con- 
cours d'admission à l'École centrale — 1877 ; 1'® session). 

!• Choix des surfaces auxiliaires. 

Nous emploierons des plans passant par la droite [bg, Vg*) 
menée par le sommet [s, s') du cône parallèlement aux généra- 
trices du cylindre (voir notre Cours, 1I« vol., 2®fasc., n® 122). 

Les traces horizontales des plans auxiliaires passeront toutes 
par le point b. 

2** Détermination d*un point quelconque de V intersection. 

Soit aba^ la trace horizontale d'un plan auxiliaire. Ce plan 
coupe le cône suivant les deux génératrices (5a, 5 V), {sai, 5'a',), 
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et le cylindre suivant les génératrices (bg^ Vg') et (de» d'e'). Les 
points (5, 5'), (m, m') et (n, n'), communs aux génératrices du cône 
et du cylindre, appartiennent à l'intersection des deux surfaces. 

3** Construction delajangente à Vintersection en (m, m'). 

Nous appliquerons la méthode des plans tangents. La trace 
horizontale du plan tangent au cône en (m, m') est la tangente 
at au cercle G^ et la trace horizontale du plan tangent au cylin- 
dre est la tangente dt au cercle G. Le point ^ commun à ces 
deux traces, est la trace horizontale de la tangente en (m, m') ; 
cette tangente est, par suite, la droite (tm, iW). 

Le point {s, s^) est un point double de la ligne d'intersection ; 
. les tangentes en ce point sont les génératrices du cône (rs, r's') 
et {r^s, r'*'). 

4^ Détermination des points remarquables. 

Ge sont : 

1® Les points (A, A'), (f, i'), {*,, V) et (î,, V) situés sur le con- 
tour apparent horizontal du cylindre ; les deux premiers ont été 
déterminés au moyen du plan auxiliaire dont la trace horizon-' 
taie est hbfh^ ; les deux autres ont été obtenus par symétrie : le 
plan de front G^ est, en effet, un plan principal commun aux 
deux surfaces, donc la projection horizontale de l'intersection 
est symétrique par rapport à G^. 

2® Les points (5, «'), (0, 0') et (;?, /?') situés sur le contour appa- 
rent vertical du cylindre; on les obtient en considérant le plan 
auxiliaire dont la trace horizontaleest/65; ces points appartiennent 
aussi au contour apparent vertical du cône. Les tangentes en 
(0, 0') et en (/?, /?') sont perpendiculaires au plan vertical. 

5® Asymptotes de la projection verticale. 

Les deux surfaces considérées sont du second degré et ont un * 
plan principal commun qui est parallèle au plan vertical (c'est 
le plan de front G^'); donc la projection verticale /?Vo',de l'inter- 
section de ces deux surfaces est une courbe du second degré. 

Nous nous proposons de déterminer la nature de cette courbe, 
et pour cela nous allons chercher si elle admet des asymptotes 
(flg. 8). 

Le plan horizontal coupe le cône et le cylindre suivant des 
courbes homothétiques, donc la ligne de terre est une première 
direction asymptotique. 

Le diamètre conjugué des sections horizontales dans le cône 
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est {tù's'j tùs) et dans le cylindre (c'd', crf). Ces deux diamètres 
se coupent en un point projeté verticalement en é : la parallèle 
e^f à LT est une asymptote de la projection verticale. 




Construisons sur la section horizontale du cylindre projetée 
verticalement en g^h' un c6ne S^ homothétique du cône S. 

Le cône S| et le cylindre C ayant en commun une courbe 
plane (le cercle GH) se coupent suivant une seconde courbe 
plane. Cette courbe est projetée verticalement suivant la droite 
ifk' qui est une seconde direction asymptotique. 

2 
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Dans le cylindre, le diamètre conjugué des sections perpen- 
diculaires au plan vertical et parallèles à iV est [dd\ cd). Dans 
le cône, c'est la droite (/V, Is) obtenue en prenant le milieu /' 
de la parallèle m'n' à i'k'. La parallèle r' v' menée à t'A' par 
le point d'intersection W des deux droites c'd' et /'«' est une 
seconde asymptote de la projection verticale de l'intersection des 
deux surfaces. 

Cette projection est donc un arc à'hyperbole. 

Reniarq[aes. 

Si la distance îùb était nulle, les droites €i)'5' et dd' seraient 
parallèles; il en serait de même des droites Vs' et c'd\ et les 
deux asymptotes seraient rejetées à Tinlini parallèlement à 
la ligne de terre. On en conclut immédiatement que, dans ce 
cas, la projection verticale de l'intersection est une parabole 
dont les diamètres sont parallèles à la ligne de terre. 

Ces résultats pourraient aussi être obtenus analytiquement. 
Nous renverrons le lecteur à notre Cours (IP vol., ^ ffltsc, n® 135). 

Données numériques. * 

Cadre : 270™"* sur 430"". Tracer la ligne de terre parallèlement 
aux petits côtés du cadre et à 230°" du côté inférieur. Prendre 
point à égale distance des grands côtés du cadre. 
Titre extérieur : Intersection de surfaces. 
Titre Intérieur : Cylindre et cône. 

5. Problème. — On donne deux cylindres de révolution de 
diamètres inégaux dont le% axes, situés dans un plan de niveau ^ 
se coupent sous un angle de 70*. 

On demande : 

1* J)e déterminer la projection horizontale de Vintersection des 
deux surfaces; 

2^ De construire la projection horizontale de la tangente en 
un point de cette intersection; 

3* De construire les asymptotes de la projection horizontale. 

On n'emploiera pas de plan vertical de projection (Concours 
d'admission à l'École polytechnique — 1881, examen oral). 

Soient ab et a^b^ les projections horizontales des axes des 
deux cylindres; on a : aoa^ = 70© (flg. 9). On construit aisément 
les contours apparents horizontaux cdef et c^d^ej^ des deux 
cylindres, connaissant leurs rayons. 
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Nous couperons les deux cylindres par des sphères ayant pour 
centre commun le point de concours des axes. 

Du point comme centre, décrivons une circonférence ighj. 
Cette circonférence peut être considérée comme le contour appa- 
rent horizontal d'une sphère auxiliaire qui coupe le cylindre AB 
suivant deux circonférences projetées horizontalement selon 
les droites gh et ij\ et le cylindre A,B| suivant deux circonfé- 
rences projetées horizontalement selon h^g^ et ij\. 

Les deux circonférences GH et G^U^ se coupent en deux pointa 
M et H| symétriques par rapport au plan des axes et projetés 
horizontalement en m; les deux circonférences IJ et I^Jj ont 
deux points communs N et N, projetés horizontalement en n. 
Les quatre points M, M^, N, et N| appartiennent à l'intersection 
des deux cylindres. 

La tangente en M s'obtient aisément par la méthode du plan 
normal. La normale en M au cylindre AB coupe Taxe AB au 
point projeté horizontalement en a, et la normale au cylindre 
A|B^ coupe A, B^ au point projeté horizontalement en P; a^ est la 
projection horizontale d'une ligne de niveau du plan normal, 
donc la projection horizontale de la tangente en M est la per- 
pendiculaire mt à a^. 

Les tangentes à l'intersection aux points situés sur les con- 
tours apparents horizontaux, c'est-à-dire projetés horizontale- 
ment en/?, q, r, et 5, sont perpendiculaires au plan horizontal; 
elles se projettent, par suite, aux points p, q^ r, et s. Si l'on veut 
la tangente à la projection horizontale en r, par exemple, on 
trace les perpendiculaires ryà ab, et rS à afi^ ; on joint y^ et on 
mène la perpendiculaire r6 à yS (voir notre Cours, II" vol., 2® fasc, 
n® 124). Nous avons construit d'une manière analogue la tan- 
gente 56, en s. 

Les sphères auxiliaires limites sont la sphère de rayon oq et 
la sphère inscrite dans le cylindre iB. 

Cette dernière sphère touche le cylindre AB suivant la circon- 
férence KL et coupe le cylindre A^B^ suivant les deux circonfé- 
rences UV et U,Vj ; elle fournit les poiuts X et X^, Y et Y^ 

En ces points^ l'intersection des deux cylindres est tangente 
aux circonférences UV et U, V, déterminées dans le cylindre k^B^ 
par la sphère inscrite dans le cylindre AB. 
En effet, la tangente en X à l'intersection des deux cylindres 
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est l'intersection des plans tangents en ce point au cylindre A^B, 
et au cylindre AB. De même, la tangente en X à la circonférence 
UV est rintersection des plans tangents en ce point au cylindre 
A|B| et à la sphère inscrite dans le cylindre AB. 

Or, les plans tangents en X au cylindre AB et à la sphère 
inscrite dans le cylindre coïncident (puisque le point X appar- 
tient à la ligne de contact KL des deux surfaces) ; donc aussi la 
tangente en X à l'intersection des deux cylindres coïncide avec 
la tangente en X à la circonférence UV, c'est-à-dire que ces 
deux courbes sont tangentes en X. G. Q F. D. 

Le théorème précédent n*est d ailleurs qu'un cas particulier 
du Théopème des surfaces inscrites ou clrcon- 
€W5Pites qu'on énonce de la manière suivante : 

Quand deux surfaces S et Sj sont inscrites Vune dans V autre j 
si on les coupe par une troisième surface S, qui rencontre la 
courbe de contact D des surfaces S 6/ S^, les lignes d intersection 
G et Cj de la surface S, avec les surfaces S et S^ sont^tangentes 
entre elles au point M ou elles rencontrent la courbe de contact D. 

En effet, la tangente en M à la courbe G est l'intersection des 
plans tangents en ce point à S et à S, ; de même, la tangente en 
M à la courbe G^ est Tintdrsection des plans tangents en ce point 
à S. et à S,. 

Or, les plans tangents en M aux surfaces S et S^ coïncident 
(puisque le point M est sur la ligne de contact D de ces deux 
surfaces); donc aussi la tangente en M à G. coïncide avec la tan- 
gente en H à G|, c'est-à-dire que G et C^ sont tangents en M. 

G. Q. P. D. 

Nous aurons à faire, par la suite, de nombreuses applications 
de cet important théorème. 

Revenons à la figure 9. 

La tangente en X à la circonférence U Vêtant projetée horizon- 
talement suivant la droite uv, on voit que la projection horizon- 
tale pxinq de l'intersection des deux cylindres est tangente en 
or à la droite uv. 

Asymptotes de la projection horizontale de V intersection. 

Les deux cylindres considérés sont de révolution et leurs axes • 
se coupent, donc la projection de leur intersection sur le plan 
des axes, ou sur le plan horizontal qui est parallèle au plan des 
axes, est une courbe du second degré. Nous savons, de plus, que 
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cette courbe est ane hyperbole (voir notre Cours, II* vol., 
2*fasc., n°136). 

On peut parvenir à ce dernier résultat de la manière sui- 
vante. 
Cherchons si la conique projection admet des asymptotes. 
A cet effet, inscrivons une sphère OK dans le cylindre AB et 
circonscrivons à cette sphère un cylindre I homothélique du 
cylindre Kfi^. Les génératrices de contour apparent horizontal 
du cylindre S sont les droites c^d^ et e,/*, parallèles à aj)^ et 
tangentes à la circonférence oh. 

Les deux cylindres AB et 2 sont du second degré et circon- 
scrits à une même surface da second degré, donc leur intersec- 
tion se compose de deux courbes planes passant par les points 
communs aux deux circonférences de contact KL et K,Lj des 
cylindres avec la sphère {Cours, II* vol., 2*f8Lsc., n® 143). 

Ces deux courbes sont projetées horizontalement suivant les 
droites c,©/*, et rf,oe,. 

Cela posé, le plan vertical c^of^ coupe les C3iindres ï et A,B, 
suivant deux courbes homothétiques ayant même centre ; il 
coupe les cylindres I et AB suivant la même courbe, donc il 
coupe les cylindres A^B^ et AB suivant deux courbes homothé- 
tiques concentriques et, par suite, la droite c^of^ est une asym- 
ptote de la projection horizontale. 

On démontrerait d'une manière analogue que la droite d^oe^ 
est une seconde asymptote de la conique projection, donc cette 
conique est une hyperbole. 

De plus, le parallélogramme c^d^f^e^ circonscrit à la circon- 
férence ok étant un losange, c,/*, et rf,ej sont perpendiculaires ; 
donc Thyperbole pxmqr... est équilatère, • 
Données numériques. 

Cadre : 270»^ sur 430^". Prendre le point o au centre du 

cadre, oz étant parallèle aux petits côtés du cadre, faire aoz 

= 40® et a^oz = 30**. Le rayon du cylindre cdef vaut 50"" et 

celui du cylindre c^d^ej^ est égal à 35"". La demi-longueur oa 

du premier cylindre vaut 115"" et celle oa^ du second, 120"". 

Titre extérieur : Intersection de surfaces. 

Titre intérieur: Cylindres de révolution dont les axes se 

coupent. 

^. Problème. — Déterminer Vintersection de deux cônes de 
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révolution dont les axes se rencontrent et sont parallèles au plan 
vertical. 

(Concours d'admission àTÉcole polytechnique — 1881, examen 
oral.) 

Soient a'o' et b^o' les projections verticales des axes des deux 
cônes, et c'a'd\ e'b^f les contours apparents verticaux des deux 
surfaces (6g. 10). 

Une sphère ayant son centre en et pour contour apparent 
vertical la circonférence o^c' coupe le cône A selon les circonfé- 
rences projetées verticalement en c'd' et c\d\ ; elle coupe le cône 
B selon les circonférences projetées en e'f et e\f^. Les circonfé- 
rences CD et EF se coupent en deux points qui appartiennent à 
l'intersection cherchée ; ils sont projetés verticalement à Tinter- 
section m' des deux droites c'd' et e^f. 

Le point p.', commun à c'd' et e\f^f étant situé en dehors du 
parallèle CD du cône A n'est pas la projection verticale d'un 
point de l'intersection, mais il appartient au lieu des points m\ 
c'est-à-dire au prolongement de la courbe y'm'S'. 

La tangente à l'intersection en M s'obtient aisément par la 
méthode du plan normal. 

Menons la normale au cône A au point D; elle est projetée 
verticalement selon la perpendiculaire rf'p' à a^d', et />' est la 
projection verticale du point où la normale en M coupe l'axe AO 
du cône A. 

En menant de même la perpendiculaire e^q' à ôV, on obtient 
la projection verticale q' du point où la normale en M au cône B 
coupe l'axe BO. 

. La droite p^q' est la projection verticale d'une ligne de front 
du plan normal en M, donc la tangente en M est projetée verti- 
calement selon la perpendiculaire m^t' kp'q\ 

La sphère limite inscrite dans le cône B fournit les points de 
l'intersection projetés verticalement en W et u'. De plus, en vertu 
du théorème des surfaces inscrites (5), l'intersection des deux 
cônes est tangente aux parallèles GH etGiH^ déterminées 'dans le 
cône A par la sphère inscrite dans le cône B. Il en résulte que 
aVp' est tangente en r' à g\h\ et que y'^'S' est tangente en 
t«' à jr'A'. 

Asymptotes de la projection verticale. 

Circonscrivons à la sphère OL un cône A^ homothétique du 
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cône A. Les deux cônes A^ et B circonscrits à la même sphère 
OL se coupent suivant deux courbes planes projetées verticale- 
ment selon les droites t%^ et t\^\' 11 résulte des développements 
donnés au n^ 2 que ces droites sont deux directions asympto- 
tiques de la projection verticale de Tintersection. 

Le diamètre conjugué des sections perpendiculaires au plan 
vertical et parallèles à t%\ dans le cône A est projeté verticale- 
ment selon la droite a!j\j' étant le milieu de y)'ô'. 

Le diamètre conjugué de ces mêmes sections dans le cône B 
est projeté verticalement selon la droite *V, v' étant le milieu 
de e'C- Ces deux diamètres se coupent au point projeté vertica- 
lement en t'; la parallèle îV à e'^' est une première asymptote 
de la projection verticale. 

Les diamètres conjugués des sections perpendiculaires au plan 
vertical et parallèles à e'jî\ sont projetés verticalement en a^j\ 
et ô'i?'i (y'j est le milieu de Vi^'i et v\ le milieu de «'lî'j) ; ils se 
coupent au point projeté verticalement en t'^, donc la parallèle 
i\^i à e'jÇ'j est une seconde asymptote de la projection verticale 
qui esty par suite, une hyperbole. 

Remarque. — En W et en u\ les. tangentes g\h\ et g^h' à 
la projection verticale sont parallèles ; donc rV est un diamètre 
de cette projection et, par suite, le point y^ milieu de ru' en est 
le centre. 

Les asymptotes sont alors les parallèles menées par le point y' 
à c'^' et t\Vi' On peut donc se dispenser de construire les dia- 
mètres a'/, b'v', a'j\ et Vv\. 

Nous avons ponctué Tépure en supposant que le cône B est 
plein, qu'il existe seul et qu'on a enlevé la partie de ce corps 
comprise dans le cône A. 

•7. Problème. — Par un point A, situé à 0°,05 de chacun 
des plans de projection^ on mené ung verticale et une parallèle 
à la ligne de terre. La droite verticale est taxe d'un cane de ré- 
volution dont le sommet P est à 0^,06 au-dessus du point A et 
dont la section par un plan mené perpendiculairement à l'axe 
par le point A est un cercle BC de 0",03 de rayon (fig. il). 

La droite parallèle à la ligne de terre est l'axe d'un autre cône 
de révolution dont le sommet Qest d 0*,11 à gauche du point A 
et dont la section par un plan mené perpendiculairement à Vaxe 
par le point A est un cercle DEPG de 0",03 de rayon. 
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On demande : 

i^ De représenter les deux cônes en projections horizontale et 
verticale; 

2** De tracer les projections de Vintersection des deux corps et 
de mener la tangente en un point de cette intersection (Concours 
d'admission à TÉcole centrale — 1865). 

Les contours apparents du cône Q sont d^q^e^ et fqg; la trace 
horizontale du cône P est le cercle Ai. 

Nous coupons les deux cônes par des sphères ayant pour 
centre commun le point de concours A des axes. 

La sp hère dont le rayon est égal à a'e' coupe le cône P suivant 
les parallèles projetés verticalement en t'm'XJ et ti'r'O', elle 
coupe le cône Q suivant les parallèles projetés verticalement en 
a'P' et /S'. 

Les points m\ n\ r' et s' sont les projections verticales de 
huit points de Tintersection cherchée; on détermine aisément les 
projections horizontales m, m^, n^ n^, r, Tj, s eis^ de ces points. 

La tangente en (m, m') se construit, comme au n** précédent, 
par la méthode du plan normal : sa projection verticale est la 
perpen diculaire m'(' à |jl'v' et sa projection horizontale est la 
perpendiculaire mt à vie. 

La sphère limite A4» inscrite dans le cône Q fournit les points 
{u\u), (w'ttj), (v', v) et («', v^). En chacun de ces points, Tinter- 
section est tangente aux parallèles déterminés dans le cône P 
par la sphère auxiliaire. 

Le plan de front qa donne les points de Tintersection situés 
sur les contours apparents verticaux des deux cônes. Le plan 
horizontal q'a^ fournit les points qui appartiennent au contour 
apparent horizontal du cône Q. 

Asymptotes de la projection verticale. 

Le plan de front qa étvit un plan principal commun aux 
deux cônes, la projection verticale de leur intersection est une 
courbe du second degré. 

Cherchons-en les asymptotes. 

A cet effet, circonscrivons à la sphère A4> un cône P^ homo- 
thétique du cône P. I^es cônes Q et P^ se coupent suivant deux 
courbes planes projetées verticalement selon les droites p'p'i et 
<i'a'^ qui sont deux directions asymptotiques de la projection 
verticale. 
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D'ailleurs, les tangentes à la projection verticale en u' et en v' ■ 
étant perpendiculaires à u^v\ les points v! et v' sont les sommets < 

de la projection verticale et le point iù\ milieu de u'v'^ en est le 
centre. 

Les asymptotes sont alors les parallèles à p'p', et a'a'^ menées 
parle point eu'. 

Données numériques. 

Dans un cadre de 0",27 sur 0",43, on augmentera de moitié 
toutes les cotes de Ténoncé. On tracera la ligne de terre parai- I 

lèlement aux petits côtés du cadre, à 0'^,21 du côté inférieur, et 
on prendra la ligne de rappel aa* à (JP^^il ,du grand côté de 
gauche. 

Titre extérieur : Intersection de surfaces. 

Titre intérieur: Cônes de révolution. 

8. Problème. — Déterminer le solide commun à deux 
cônes de révolution. Les angles générateurs des deux cônes sont 
égaux entre eux et valent 45*. Laxe (si, s'i^J de la première sur- 
face est vertical, la cote du sommet [s, s') est égale à 0"',115 et 
Taxe est à O^jlOS en avant dû plan vertical ijx^, i2). 

Le second cône («j, s'^ a pour axe Vune des génératrices de 
front (se, s'e') du premier et pour cote du sommet (s,, s'J 0™,155. 

On demande de représenter le solide commun aux deux cônes 
en limitant ce solide, d*une part au plan horizontal P' à la cote 
0^,195, de Vautre au plan horizontal de projection, (Concours 
d'admission à l'École centrale — 1879, 2* session). 

Les axes SI et S|E des deux cônes de révolution se coupant en 
(s, s'), nous emploierons, comme surfaces auxiliaires, des sphères 
ayant pour centre le point {s^s'). 

Soit a*dd ^d\V la projection verticale d'une sphère auxiliaire. 
Cette sphère coupe le cône (^,5') suivant les parallèles (a'é', ah) 
et [d ^\, ah). Elle coupe le cône {s\, s) suivant deux parallèles 
projetés verticalement en c'd' et c\d\. 

Les points (m', m) et (m', m^ communs aux parallèles AB et 
CD, et les points (n', n) et (n', n^), communs aux parallèles A^ 
B| et Cj D| sont quatre points de l'intersection des deux surfaces. 
La tangente en l'un de ces points s'obtiendrait aisément comme 
au n* précédent par la méthode du plan normal. 

Les points {p\ p) et (/?', p^) situés dans le plan horizontal de 
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projection s'obtiennent au moyen de la sphère auxiliaire dont 
la projection verticale est g^e^f. 

Les points [q\q) et [q\ q^) situés dans le plan horizontal P' 
sont fournis par la sphère auxiliaire projetée verticalement en 

n K »lr l t» 

Le plan de front déterminé par les deux axes donne les points 
(r', r), (o', o) et [s\y sj appartenant aux contours apparents ver- 
ticaux des deux cônes. 

La sphère auxiliaire limite inscrite dans le cône S| fournit les 
points ((p',(p) et (<p')<Pi). En chacun de ces points, l'intersection est 
tangente au parallèle {y't^, v(pic<pj ) déterminé dans le cône S 
par la sphère limite. 

Branches infinies de Vinter section. — Asymptotes de la projec- 
tion verticale. 

Pour reconnaître si l'intersectiom présente des branches infi- 
nies, on pourrait transporter le cône {s\j s) parallèlement à lui- 
même jusqu'à ce que son sommet vienne en {s\s). 

Nous avons appliqué cette méthode dans notre Cours (IP voI.« 
2'fasc., nM3i— S'»). 

La méthode que nous allons employer ici donne lieu à des 
constructions un peu plus simples. 

Commençons par déterminer les asymptotes de la projection 
verticale. 

A cet effet, circonscrivons à la sphère inscrite dans le cône S^, 
un cône S, homothétique du cône S. Les génératrices de contour 
apparent vertical du cône S, sont projetées verticalement selon 
les tangentes 5' jv' et s\'k^ à la circonférence «'u', parallèles à sV 
et 5'/'. 

Les cônes S, et S^ se coupent suivant deux courbes planes pro- 
jetées verticalement selon les deux droites p' 4*' et ô'p'^ ^\v' qui 
sont deux directions asymptotiques de la projection verticale. 

D ailleurs, les tangentes à la projection verticale en 9' et <^ 
étant parallèles, la droite 9 V est un diamètre de cette projection 
et le milieu ci)' de <p'a' en est le centre. 

Les asymptotes de la projection verticale sont alors les paral- 
lèles ci)V et w'P' menées par le point w' aux droites p'^J»' et ^\v' ; 
la projection verticale est donc une hyperbole. 

Actuellement, jooiir rtfconnaîfre si les droites fJ^' et wV sont 
les projections verticales d^asymptotes réelles de V intersection^ 
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observons que si w'P', par exemple, correspond à une asymptote 
réelle, il existe sur le cône S une génératrice parallèle à cette 
asymptote, laquelle génératrice est projetée verticalement selon 
la parallèle «V à w'^'. La droite s'v' étant à Tintérieur du contour 
apparent vertical du cône S, elle est la projection verticale de 
deux génératrices de ce cône qui sont projetées horizontalement 
selon les droites sv et sv^. 

On en conclut que w'^' est la projection verticale de deux 
asymptotes de l'intersection symétriques par rapport au plan 
des axes. 

Pour déterminer les projections horizontales de ces asym- 
ptotes, il suffit; de remarquer qu'elles appartiennent aux plans 
tangents au cône S suivant les génératrices S Y et SYi* Les 
traces horizontales de ces plans tangents sont, respectivement, 
les tangentes v^ et v^^ au cercle se, et les points ^ et ^^ com- 
muns à ces tangentes et à la ligne de rappel du point ^' sont les 
traces horizontales des deux asymptotes cherchées. 

Les projections horizontales de ces asymptotes sont alors les 
parallèles P|8, et ^S aux droites v^s et vs. 

La parallèle à (o'v' menée par s' n'étant pas comprise dans 
l'intérieur de l'angle e^s'fy la droite w'v', n'est pas la projection 
verticale d'une asymptote de l'intersection. 

Le solide commun est limité, dans le plan horizontal de pro- 
jection, par l'arc de cercle pep^ et l'arc de parabole ps^p^ ; cette 
parabole est l'intersection du cône S^ et du plan horizontal. 

Dans le plan horizontal P', le solide est limité par Tare de 
cercle projeté horizontalement en qq^ et l'arc de parabole pro- 
jeté horizontalement suivant qs^qi. 

Données numépiques. 

Dans un cadre de 0",27 sur 0",45, on tracera la ligne de terre 
parallèlement aux petits côtés et à 0°^,23 du côté inférieur. On 
prendra la ligne de rappel ss' à égale distance des grands côtés. 

Titre extérieur : Intersection de surfaces. 

Titre intérieur : Solide commun à deux cônes de révolution. 

9. Problème. — Un cylindre de révolution dont les généra- 
trices sont parallèles à la ligne de terre repose sur le plan hori- 
zontal (fig. 13). Trouver son intersection avec un cône vertical 
de révolution qui a son sommet sur Vaxe du cylindre et qui a 
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pour trace horizontale un cercle de même rayon que la section 
droite de ce cylindre. 

Construire la tangente en un point de la courbe d^ intersection 
(École centrale — 1862). 

Nous couperons les deux surfaces par des sphères auxiliaires 
ayant pour centre commun le point de concours {s'ys) des axes 
des deux surfaces. La sphère auxiliaire dont le contour appa- 
rent vertical est a'b'c^d' coupe le cône suivant {a^m^d', amdm^) 
et {b'n'd, amdm^. Elle coupe le cylindre suivant les parallèles 
projetés verticalement en e'f et g'h'. Les points (w',m), (/»', mj, 
(V, m), (n\ m,), {p\ p), {p\ /?,), {q\ p\ (?', ;?J, communs aux 
parallèles du cône et à ceux ducylindre, sont huit points de Tin- 
tersection des deux surfaces. 

La tangente en {m'y m) s'obtient aisément par la méthode 
du plan normal. 

La normale au cylindre en (m', m) est (m'a', ma) et la normale 
au cône est (m'^', m^) : ^' étant le point où la perpendiculaire en 
d' à «'d' coupe la projection verticale de Taxe du cône. 

Le plan de front sa coupe le plan normal suivant (a^, a'^') 

donc la projection verticaJe de la tangente en (m, m') est h 

perpendiculaire m'i' à a'P'. 

Le plan horizontal s'a' détermine dans le plan normal Thori 
zontale (a'/^ay,) donc la tangente est projetée horizontalemem 

selon la perpendiculaire mt à ay. l 

La sphère limite inscrite dans le oylindre fournit les points! 
{r'y r), (r', r^), (m', r) et (w', r^), En chacun de ces points, Tin-l 
tersection est tangente aux parallèles {y^z^ yrzr^) et (v'uV, \ 
yrzr^) déterminés dans le cône par la sphère limite. \ 

Le plan de front sa donne ks points (8', 8), {B\ 8), (e' ,e) et {t\ , e) 
appartenant au contour apparent vertical des deux surfaces. 
La tangente à la projection verticale en 8' est la perpendiculaire 
W à 8'C' (voir notre Cours : II« vol., 2« fasc, n^ 124). 

Nature de la projection horizontale. 

Le plan horizontal s'a' est un plan principal commun aux 
deux surfaces, donc la projection horizontale de leur intersec- 
tion est une courbe du second degré. 

Cette courbe est une ellipse ayant pour axes 8t et rr^. 

Nature de la projection verticale. 

Le plan de front s8 étant un plan principal commun au cône 
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et au cylindre, la projection verticale de Tîntersection des deux 
surfaces est une courbe du second degré. 

Cherchons si cette courbe admet des asymptotes. 

Pour cela, circonscrivons à la sphère inscrite dans le cylindre 
un c6ne S, homothétique du cône S. 

Le c6ne S, et le cylindre se coupent suivant deux courbes 
planes projetées verticalement selon les droites vV et-v'^Vj qui 
sont deux directions asymptotiques. 

D'autre part, r'w' est un diamètre de la projection verticale; 
le centre est donc en n' et, par suite, les asymptotes de la pro- 
jection verticale sont les parallèles «'«p' et 5'<p', à v'tc' et v'^it',. 

Cette projection est donc une hyperbole. Son axe transverse 
est r'u'. 

Données nnmérlqnes. 

D6Lns un cadre de 0",27 sur 0™,43 on placera LT parallèle- 
ment aux petits côtés du cadre, à 0^^,20 du côté inférieur. On 
prendra la ligne de rappel ss^ à égale distance des grands côtés. 

Rayon du cylindre : 0",55. <is = 0",85. 

Titre extérieur : Intersection de surfaces. 

Titre intérieur : Cylindre et cône de révolution. 

lO. Problème. — On donne dans le plan horizontal : 

lo Un point s situé à 0",07 de la ligne de terre; 

S* Deux droites, l'une ss' perpendiculaire à la ligne de terre, 
Vautre sa inclinée à 45* sur la ligr^ de tei^e {^\g» 14). 

La droite sa est Vaxe d*un cylindre de révolution dont le 
rayon a 0",0t. 

La droite ss' est Vaxe d'y^n cône de révolution dont sa est une 
génératrice. 

On demande de trouver les projections de Vintersection du 
cône et du cylindre. 

Dans la mise à Vencre, on représentera le cylindre sinpposé 
plein et existant seul, en supprimant la partie de ce corps com- 
prise dans le cône (Concours d'admission à TEcole centrale — 
1866, 2* session). 

Nous couperons les deux surfaces par des sphères auxiliaires 
ayant pour centre commun le point s. 

La sphère shce^ed coupe le cylindre suivant les parallèles 
projetés horizontalement en .i^wiCj et d^ne^. Elle détermine dans 
le cône les deux parallèles {bmc, bWcW^) et{dne, bWc'm\). Les 
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points communs aux parallèles du c6ne et à ceux du cylindre 
appartiennent à Tintersection des deux surfaces. 
Ce sont les points : {m, «f), (m, m\), (n, n') et (n, n\). 
Construisons la tangente en (m, m!\ par la méthode du plan 
normal. 
' La normale au cylindre en (m, m') est (ma, m^a^ et la normale 
au c6ne, (^m, ^'m'} ; ^ étant le point où la perpendiculaire b^ 
à sb rencontre ss\ 

Le plan de front ay coupe le plan des deux normales suivant 
(ay, aY) ; la projection verticale de la tangente est alors la per- 
pendiculaire m't\ à «y. Sa projection horizontale mt est perpen- 
diculaire à la trace horizontale ap du plan normal. 

La sphère limite inscrite dans le cylindre donne les points 
(r, r') et [u, u') appartenant aux contours apparents horizontaux 
des deux surfaces. Les tangentes en ces points sont verticales. 
Si Ton veut les tangentes en r et u à la projection horizontale 
de Tintersection, il suffit de remarquer que, lorsque le point m 
se transporte en r, la droite a^ se transporte en s^y et la per- 
pendiculaire mt à a^ vient suivant la perpendiculaire rO à 5^. 
Ainsi les tangentes en r et u à la projection horizontale de Fin- 
tersection sont parallèles à la ligne de terre. 

Nature de la projection horizontale. 

Le cône et le cylindre considérés sont du second degré et le 
plan horizontal de projectioi^ est un plan principal commun aux 
deux surfaces, donc la projection horizontale de leur intersec- 
tion est une courbe du second degré. 

Cherchons-en les asymptotes et, pour cela, circonscrivons à 
la sphère sr un cône s^ homothétique du cône s. 

Le cône Si et le cylindre se coupent suivant deux lignes 
planes : la génératrice commune s^b^ et Tellipse projetée hori- 
zontalement selon la droite u8. 

Les deux droites s^b^ et uS sont alors deux directions asym- 
ptotiques de la projection horizontale. D'ailleurs, le point s, mi- 
lieu de ur, en est le centre^ puisque les tangentes en r et u sont 
parallèles, donc les asymptotes de la projection horizontale sont 
les droites sb et 5e parallèles respectivement à 9|(| et u8. 

Les deux branches rmp et unq de la projection horizontale 
appartiennent, par suite, à une môme hyperbole. 

Il est aisé d'en déterminer les sommets. 
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Us sont situés sur la bissectrice sx de Tangle tsb des deux 
asymptotes, et tout revient à trouver les points de Tintersection 
projetés horizontalement sur la droite sx. 

Les génératrices du cône projetées horizontalement suivant 
sx^ sont projetées sur le plan vertical ur selon sT^\ (nous ne con- 
sidérons que la génératrice située au-dessus du plan horizontal), 
le point Ç'j. étant tel que yiVi = iqÇ'. s^'i coupe le cercle rx'% 
base du cylindre sur le plan vertical ur, en un point x" qui est 
la projection verticale du point cherché sur le plan vertical 
auxiliaire ur. 

Menant la perpendiculaire x'V'^ ^ ^^' ^^ obtient x sur s^. 
X est un sommet de la projection horizontale, et les points de 
l'intersection projetés horizontalement en x sont projetés verti- 
calement en op' et op'^ ; on a pris ; |a' = \lx\ = [i.V. 

Nous avons déterminé la tangente à Tintersection en {xx'). 

La projection horizontale est la perpendiculaire xn à sx. 
Pour en obtenir la projection verticale, construisons le plan 
tangent au cylindre en (x, x'). La trace verticale de ce plan sur 
le plan vertical ur est la tangente x"v au cercle rx'^u, et sa 
trace horizontale est la perpendiculaire viç à ur. La tangente à 
l'intersection en {x, x') étant située dans le plan tangent ai; 
cylindre en ce point, sa trace horizontale appartient à celle du 
plan tangent ; elle est donc au point ic et, par suite, la projection 
verticale de la tangente est ic'o/. 

Asymptotes de V intersection. 

Nous savons (voir notre Cours, II« vol., 2*fasc., n© 123) que les 
asymptotes de l'intersection d*un cylindre et d'un cône sont les 
gêncratrices du cylindre contenues dans le plan tangent au cône 
suivant la génératrice sa parallèle aux génératrices du cylindre. 

Les asymptotes sont alors ici les génératrices de contour appa- 
rent vertical du cylindre. 

Nous avons limité le cylindre, d*une part, au plan vertical de 
projection, et, d'autre part, au parallèle d'intersection )j3cp, )j3'ç' 
de ce cylindre avec la sphère sa. 

Les points de Finter.-ection situés sur Tellipse trace verticale du 
cylindre sont {q, q') et {q, q\) Les points appartenant au paral- 
lèle (Xpcp, Vçy ) sont (p, p') et (p, p\). 

Le plan du parallèle (>p<p, V/>'<p') coupe le cône suivant un arc 
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de parabole (ppa, />'p'<y'pi'Pi); (p, p') est le point d'intersection de 
la génératrice {s^, s'^) avec le plan vertical >jO(p. 

La branche de Tintersection projetée horizontalement en 
rxmp est vue tout entière en projection verticale ; l'autre branche 
est cachée. 

Données nnmériqnes. 

Dans un cadre de 0",27 sur 0^,43, on placera la ligne de terre 
parallèlement slutl petits côtés du cadre et à O'^yâS du côté 
inférieur. On prendra le point s' à 0™,115 du grand côté de 
gauche. 

Titre extérieur : Intersection de surfaces. 

Titre intérieur : Cylindre et cône. 

1 1 . Problème. — On donne un cône droit. Dans la section 
méridienne ASB de ce cône on inscrit un cercle OK. Ce cercle est 
la section droite d*un cylindre. 

Chercher Vintersection de ce cylindre et du cône (Admission à 
rÉcole centrale 1863, 2* session). 

Coupons les deux surfaces par desplaîis horizontaux (ûg. 15). 

Le plan horizontal P' coupe le cône suivant la circonférence 
{c^m'd'f cmd) et le cylindre suivant les deux génératrices 
(m', mm^ et [n\ nn^. 

Les points (w, m'), (m^ iri!)^ (n, n') et («,, «') communs au 
parallèle du cône et aux génératrices du cylindre sont quatre 
points de l'intersection des deux surfaces. 

Le plan tangent au cylindre en (m', m) est m!i'i et le plan tan- 
gent au cône a pour trace horizontale la tangente as à la trace 
horizontale du cône. Va tangente à l'intersection en (m', m) est 
alors {i'm't\ imt). 

Les plans horizontaux limites sont : 

1» Le plan e'p^f qui fournit les points (/?, p') et (Pi, jo') ; 

2« le plan g'q h^ qui donne les points {q, q') et {q^, q'). 

En chacun de ces points, l'intersection est tangente au paral- 
lèle déterminé dans le cône par le plan horizontal auxiliaire 
correspondant (Théorème des surfaces inscrites). 

Le plan horizontal /o7' donne les points (r, r'), (r^, r'), (u, u') 
et (Uj, m') appartenant au contour apparent horizontal du 
cylindre. 

Le plan de front ab fournit les points (i', k) et (v', v) situés sur 
le contour apparent vertical du cône. 
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Nature de la projection horizontale. 

Le cylindre et le cône sont circonscrits à la sphère OK, donc 
leur intersection se compose de deux courbes planes. 

Les plans de ces courbes passent par les points d'intersection 
{k\ k) et (u', v) des courbes de contact du cylindre et du cône 
avec la sphère; ils contiennent donc la droite [k'v\ kv). 

D'ailleurs, le plan de front ab est un plan principal commun 
aux deux surfaces, donc l'intersection est symétrique par rap- 
port à ce plan. Les plans des deux courbes sont alors également 
inclinés sur le plan vertical ab. 

Ils déterminent deux ellipses égales projetées horizontalement 
selon les deux ellipses ayant pour axes, Tune p^q et ru^ l'autre 

I>oiiiiées nuniépiques. . 

Cadre : 0",27 sur 0"*,J8. Placer LT parallèlement aux petits 
côtés du cadre et à 0",21 du côté inférieur. Prendre la ligne de 
rappel ss' à égale distance des grands côtés, cos = O'^ylOS; tùs^ 
= 0",17. sa = 0",09. 

Le rayon du cylindre vaut O'^yOSd et sa demi-longueur est égale 
à 0»,095. 

litre extérieur : Intersection de surfaces. 

. Titre intérieur : Cylindre et cône. 

1^. Problème. — Deux cônes sont circonscrits à une 
même sphère; ils se coupent par suite suivant deux courbes 
planes. 

L'un de ces cônes est solide [Vig. 16). On demande de repré- 
senter par ses projections la portion de ce cône solide qui est 
renfermée dans l'autre. Le ceyxtre de la sphère est projeté en o' et 
G ; les points o' et o sont à 120"" de la ligne de terre; le rayon de 
la sphh'e a 60"" de longueur. 

Les cônes touchent cette sphère suivant des petits cercles pro- 
jetés verticalement en a'b' et c'd'. 

Pour déterminer ces droites ^ on donne les dimensions suivantes : 



fflin 



oV = 2o"", oy = 40"", o'A' = 10"", l'A' = 40 

(Concours d'admission à l'École polytechnique 1867.) 
Les contours apparents verticaux des deux cônes S et S^ se 
composent des tangentes a's', b's' et c's\, d's\ au cercle o\ 

3 
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Des points s^ el s\y on déduit s et s^ sur la parallèle à LT 
menée par le point 6. 

Les contours apparents horizontaux des deux cônes s'ob- 
iennent alors en menant des points s et s, des tangentes à la 
circonférence o. 

L'intersection des deux cônes se compose de deux courbes 
planes (voir notre Cours, lie vol., 2* fasc, n* 143). D'ailleurs, le 
plan de front ss^^ étant un plan principal commun aux deux sur- 
faces, leur intersection est symétrique par rapporta ce plan; et, 
par suite, les plans des deux courbes planes considérées sont 
perpendiculaires au plan vertical. 

Ils ont respectivement, pour traces verticales, les droites k'I' 
etp'q^ qui sont les projections verticales des deux courbes. Ces 
droites passent par le point i\ projection verticale de la corde 
commune aux courbes de contact AB et CD des deux cônes avec 
la sphère. 

On peut d'ailleurs déterminer un point quelconque de Tinter- 
section des deux cônes en les coupant par une sphère auxiliaire 
ayant son centre au point de concours des axes SO et S fi des 
deux cônes. 

La sphère auxiliaire dont le contour apparent vertical est 
*Y*'iP'iïi coupe le cône S suivant les parallèles projetés verti- 
calement en a'n'a'j, et ^'m'^\. Elle coupe le cône Sj selon les 
parallèles projetés verticalement en y'^^Yi et 8'm'ô'j. 

Les points 7n\ n\ r', sont les projections verticales de six 
points de l'intersection, symétriques deux à deux par rapport 
au plan de front ss^. 

Pour obtenir les projections horizontales des points projetés 
verticalement en m', rabattons le plan 8*M8\ sur le plan de 
front S5j. 

Le parallèle AMA^ du cône Sj est, après ce rabattement, pro- 
jeté verticalement selon la circonférence décrite sur §'8', comme 
diamètre (il suffit de considérer la demi-circonférence S'MjS',) et 
la longueur m'M, est l'éloignement du point M par rapport au 
plan de front ss^ ; on obtient alors m et m^ en prenant ^m = ^^ 

On détermine d'une manière analogue les points n et n^ en 
prenant vn = vn, == n'Nj, et les points r^ et r en portant pr =i pr 
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L'intersection des deux cônes se compose de deux ellipses 
projetées horizontalement suivant des ellipses dont il est facile 
de déterminer les axes. 

L'ellipse projetée verticalement en A'i'/' a pour projection 
horizontale une ellipse dont le grand axe est kl. Pour en déter- 
miner le petit axe, menons par le milieu (co, b)') de {kl, k!V) un 
plan perpendiculaire à Taxe du cône S^. Ce plan coupe le cône 
S, suivant un parallèle, et la corde de ce parallèle perpendicu* 
laire en (o), tù') au plan GS^JD est le petit axe de Tellipse KL (voir 
notre Cours, II" vol., 1" fasc, n» 95-1, 2^). 

En rabattant le plan XJ\}'XJ^ sur le plan de front ss^j on obtient , 
la longueur co'U, du demi-petit axe de la projection horizontale; 
nous l'avons reportée eu co'ç, puis en uu et «ou^ 

Nous avons construit d'une manière analogue les axes pq et 
vu, de la projection horizontale de l'ellipse projetée verticale- 
ment en p'q' : ûj est le milieu de {p^q\ pq), et nous avons pris, 
comme l'indique l'épure, (ù^v:=. «,i), z=z w'jV,. 

Nous avons déterminé directement les points de l'intersection 
situés sur les génératrices de contour apparent horizontal des 
deux cônes. 

Les génératrices de contour apparent horizqntal du cône Sj 
sont projetées horizontalement suivant s^g, s^g^, et verticalement 
suivant s\^. Elles coupent les plans des deux ellipses aux points 
cherchés (w', it), ((/a) et (ic', ic,), (a', a,). 

Les points appartenant aux génératrices de contour apparent 
horizontal du cône S sont (ti', t)), (e',e) et (y|', y|,) (e', ej. 

L'intersection présente deux points doubles (t', t) et (i', i,). 

Nous avons construit aussi la ligne des points doubles en pro- 
jection horizontale. Les plans diamétraux conjugués des cordes 
verticales dans les cônes S et S, sont, respectivement, les plans 
perpendiculaires au plan vertical et ayant pour traces verticales 
sV et 5^,5^. Ils se coupent suivant une perpendiculaire au plan 
vertical en/, donc les points doubles a; et y de la projection hori- 
zontale appartiennent à la ligne de rappel du point/. 

Données numériques. 

Dans un cadre de 0*^,27 sur 0",43 on placera la ligne de terre 
parallèlement aux petits côtés et à 0^,195 du côté inférieur. On 
prendra oo' h 0^,155 du grand côté de gauche. 

Titre extérieur : Intersection de surfaces. 
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Titre intérieur : Cônes circonscrits à une même sphère. 

13. Problème. — On donne un cylindre et un cône circon- 
scrits à une même sphèi^e [^^. 17). 

Le cylindre a son axe parallèle à la ligne de terre et le sommet 
du cône est situé sur cette ligne. 

On demande : 

i^ De déterminer V intersection des deux surfaces ; 

2** De représenter le cône supposé plein et existant seul en enle- 
vant la partie de ce corps comprise dans le cylindre. 

Prenons pour plan vertical de projection auxiliaire VT\ le 
plan de profil qui passe par le point s. 

Sur le plan L'T', le contour apparent de la sphère est la cir- 
conférence o\. Le contour apparent du cône se compose des tan- 
gentes si\ et sj\ au cercle o\ ; ce cercle est d ailleurs la trace du 
cylindre sur le plan L'T'. Prenons maintenant un nouveau plan 
horizontal de projection caractérisé par la ligne de terre LjTj. 

Sur ce plan horizontal : 

1® Le contour apparent de la sphère est le cercle o,, tel que 



o\o^ =zci)'o; 



2® Le contour apparent du cylindre se compose des deux 
droites b\b^ et c\c^ ; 

3^ Le contour apparent du cône se compose des deux tangentes 
sb^ et sd^ au cercle o,. 

Le plan horizontal h^T^ étant un plan principal commun au 
cône et au cylindre (puisqu'il contient les axes des deux surfaces), 
les deux courbes planes dont se compose leur intersection sont 
projetées sur le plan L^T, suivant les deux droites a^é, et c,rfj. 
Ce sont deux ellipses projetées sur le plan vertical auxiliaire, 
L'T' srfon le cercle o\. 

Cela posé, nous allons déterminer les projections des points 
remarquables sur les plans primitifs caractérisés par la ligne de 
terre LT. 

i® Points appartenant au contour apparent vertical du 
cylindre. 

Les génératrices de contour apparent vertical du cylindre sont 
projetées, sur le plan vertical L'T' aux points k\^ et l\. Elles 
sont projetées horizontalement, sur le plan auxiliaire L T , 
selon les perpendiculairejs k\k^ et /',/, à L^Tj 
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Les projections auxiliaires des points cherchés sont alors 

Pour en déduire leurs projections sur les plans primitifs, il 
sufBt de mener du point k\ une perpendiculaire à L'T\ de 
prendre <à'k=z efcj, «'m = tm^ et.de tracer les lignes de rappel 
des points k ei m; elles fournissent k' et m'. 

On obtient d*une manière analogue (/,/') et (n, n'). 

2^ Points situés sur les génératrices de contour apparent 
horizontal du cylindre. 

Ces génératrices sont projetées verticalement sur le plan L'T' 
aux points e\ et f^ et horizontalement, sur le plan LjT|, selon 
les perpendiculaires menées à LjTj des points e\ et f^. 

Les points cherchés sont alors (e, e') et {g^g')* pour la généra- 
trice e\e^ ; on a pris: î'e = Ce, et l'g = Çj'i. Pour la génératrice 
fJ^, on a pris : V* = tq^i et ri'f= tj/;. 

3** Points situés sur les génératrices de contour apparent 
horizontal du cône. 

Ces génératrices sont («a, sol') ei{sPt s^'). Elles sont projetées 
respectivement sur le plan vertical L'T' en sol\ et sp\, 

La génératrice (j<x'p sol) coupe le cylindre aux points (p\,/7) et 
{q\, q); on en déduit p' et q' sur sa'. 

La génératrice {s'p^, sP) fournit les points (r'^r) et (r'j, t) ou, 
sur les plans primitifs (r, r') et (^ t'), 

4** Points situés sur les génératrices de contour apparent 
vertical (58', 58) et (5/, sy) du cône. 

Ces génératrices sont projetées sur le plan L'T' en s^\ et sy't 
obtenues en prenant w'S/ =z W et w'y/ = jj-y'. 

On trouve alors {x'i, x) et (y',, y) sur (58^, 58), puis x' et y' 
sur *'8'. 

Les points situés sur (sy, 5y') sont (u, w') et;;, v'). 

5* Points doubles de r intersection. 

Ce sont les points (ij, *',) et (ij, /i). Pour les rapporter aux 
plans de projection primitifs, prenons sur les perpendiculaires 
menées de i\ eij\ hVV des longueurs v'i eiiz'j égales à vi^ ; et 
sur la ligne de rappel des points i et j des longueurs cpi' et <p/ 
égales respectivement à y'i\ ei%'j\. 

6^ Points pour lesquels la tangente est de profil. 

Ce sont les points projetés sur les plans caractérisés par la 
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ligne de terre L^T, en {b\y A^), (A'„ d,), (c',, c^) et (c',,aj). On en 
déduit (i, é')» (rf» rf')» <^ ^') et («i a')- 

Données nnmépiqnes. 

Dans un cadre de 0",28 sur 0",45, placer LT parallèlement 
aux grands côtés du cadre, à0",155 du côté inférieur. Prendre 
le point s à 0"^,235 du petit côté de gauche. Tracer la ligne de 
rappel oo' à 0**',90 à droite du point s. <po' = 0=^,50 et <po = 
0",80. Rayon de la sphère : 0»,30. 

Titre ej?féncur; Intersection de surfaces. 

Titre intérieur : Cylindre et cône circonscrits à une même 
sphère. 

14t. Problème. — Déterminer r intersection d'un cône et 
d*un cylindre. 

Le cône est de révolution et a son axe vertical (fig. 18). 

Le cylindre a une génératrice commune avec le cône, sa trace 
horizontale est une ellipse dont le petit axe est la projection 
horizontale de la génératrice commune et dont le grand axe est 
double du petit axe, La génératrice commune n'est pas parallèle 
au plan vertical (École polytechnique). 

Soient {s\ s) le sommet et acb la trace horizontale du cône 
donné. 

Prenons, pour génératrice commune aux deux surfaces, la 
génératrice {se, «'cÔ. 

La trace horizontale du cylindre est Tellipse ecfs ayant pour 
petit axe se et pour grand axe efz=. Stscz=ab. 

Les génératrices de contour apparent horizontal du cylindre 
sont projetées horizontalement suivant les tangentes en e et fk 
l'ellipse ecfs. 

Les génératrices de contour apparent vertical s'obtiennent en 
menant à cette ellipse des tangentes, ^^' et hh', perpendiculaires 
à LT et en traçant par les points g' et A' des parallèles à c's'. 

Pour déterminer un point quelconque de l'intersection des 
deux surfaces, faisons passer un plan peur la droite menée par 
le sommet du cône parallèlement aux génératrices du cylindre 
(voir notre Cours), c'est-à-dire par la génératrice commune 
{sCy «V). Soit cP la trace horizontale de ce plan. 

Il coupe le cylindre et le cône respectivement suivant les 
génératrices projetées horizontalement en im et sj ; le point m 
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est la projection horizontale d'un point de l'intersection : on en 
déduit ml sur 5'/. 

La tangente en (m, m') est l'intersection des plans tangents en 
ce point au cône et au cylindre. 

La trace horizontale du plan tangent au cône est la tangente 
*'t au cercle 5 et la trace horizontale du plan tangent au cylindre 
est la tangente it à l'ellipse ecfs {it est la bissectrice de l'angle 
aik) ; [tnij t'nl) est la tangente à l'intersection en (m, m'). 

Le plan auxiliaire dont la trace horizontale est cb fournit le 
point (n, n') situé sur la génératrice de contour apparent 
vertical («é, s^b^ du cône. 

Le plan vertical es est un plan principal commun aux deux 
surfaces; donc il contient le point de l'intersection pour lequel la 
tangente est horizontale. Pour déterminer ce point, rabattons le 
plan vertical es sur le plan horizontal. Les génératrices du cône 
situées dans le plan vertical es viennent en cS^ et en /S^ (on a pris : 
5S| =: <Ts') ; et la génératrice du cylindre dont la trace horizontale 
est en s se rabat suivant la parallèle 5D| à cS^. Le point D| est le 
rabattement du point cherché qui est, par suite, [d^ d'). 

La génératrice [se, s'e') est une ligne plane commune aux 
deux surfaces, donc leur intersection comprend. une seconde 
courbe plane. C^est une ellipse projetée horizontalement en 
umdnr et verticalement en v!m'd^n'r\ La projection horizontale 
umdnr appartient à une ellipse dont il est facile de déterminer 
les axes. Construisons la projection horizontale p du point de 
Tintel^ection situé sur la génératrice de contour apparent 
horizontal ee^ du cylindre (on l'obtient en considérant le plan 
auxiliaire dont la trace horizontale est ce). La symétrie par 
rapport au plan vertical es fournit le point q situé sur ff^. pq est 
le petit axe de la projection horizontale et tùd en est le dewc 
grand axe. 

I>oimées namériqiies* 

Cadre : 0"',27 sur 0'*,43. Tracer LT parallèlement aux petits 
côtés du cadre et à égaie distance de chacun d'eux. Prendre la 
ligne de rappel ss' à égale distance des grands côtés. <5s' =: 
0-,125;ff5=0»,095. 

Rayon de base du cône : 0",065. Angle ose = 60*. 

Limiter le cylindre à un plan horizontal Q' à la cote 0^,145. 

ntre extérieur: Intersection de surfaces. 
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Titre, intérieur : Cylindre et cône. 

16. Problème. — On donne deux paraboleé^ Vune dans le 
plan horizontal, l'autre dans le plan vertical et dont les axes sont 
peiyendiculaires à la ligne de terre (fîg. 19). Prouver qu^ elles 
sont les projections d'une même parabole de V espace (École poly- 
technique — 1881 et 1882, Examen oral). 

Nous allons démontrer que les deux cylindres paraboliques 
ayant pour directrices les paraboles données p et q' et leurs 




génératrices respectivement perpendiculaires au plan horizontal 
et au plan vertical, se rencontrent suivant une courbe plane ; et, 
pour cela, que les tangentes en deux points quelconques € et D 
de rintersection des deux cylindres sont situées dans un même 
plan. 

En eiïet, la tangente en G à l'intersection des deux cylindres 
est projetée horizontalement selon la tangente ce à la parabole 
p et, verticalement, suivant la tangente c'e^ à la parabole q\ 

La tangente en D a pour projections les tangentes de à la pa- 
rabole/? et d'e' à la parabole q'. 
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Or, la perpendiculaire menée du point e' à la ligne de terre 
étant un diamètre de la parabole 9', divise c^d! en deux parties 
égales ; elle divise donc aussi cd en deux parties égales et, puis- 
qu elle est parallèle à Taxe de la parabole p, elle passe par le 
point e. 

Les points de concours e et e' des droites ce et de, d'une part, 




cV et dV, d'autre part, étant sur une même perpendiculaire à 
la ligne de terre, les droites [ce, cY) et {de, rfV) se coupent ; 
rintersection des deux cylindres est donc plane et par consé- 
quent c'est une parabole. 

Les deux cylindres paraboliques ont une seconde courbe 
plane commune rejetée tout entière à Tinfîni. 

f B. Problème. — On donne deux cylindres dont les traces 
horizontales sont deux paraboles égales ayant même tangente ab 
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L'intersection des deux cônes se compose de detix ellipses 
projetées horizontalement suivant des ellipses dont il est facile 
de déterminer les axes. 

L*ellipse projetée verticalement en fc't'i' a pour projection 
horizontale une ellipse dont le grand axe est kl. Pour en déter- 
miner le petit axe, menons par le milieu (o, o') de {kl, k'V) un 
plan perpendiculaire à Taxe du côneS^. Ce plan coupe le cône 
Sj suivant un parallèle» et la corde de ce parallèle perpendicu- 
laire en ((*>, Cl)') au plan Q&fi est le petit axe de Tellipse KL (voir 
notre Cours, IV vol., 1" fasc, n** 95-1, 2% 

En rabattant le plan tj\}%\ sur le plan de front ss^j on obtient . 
la longueur co'U, du demi-petit axe de la projection horizontale; 
nous Tavons reportée eu o'ç, puis en cou et (ou^. 

Nous avons construit d'une manière analogue les axes/?^ et 
vv^ de la projection horizontale de Tellipse projetée verticale- 
ment en p^q' : Û^ est le milieu de {p^q\ pq), et nous avons pris, 
comme Tindique l'épure, «jVzz: «jjWj zz: w'^V,. 

Nous avons déterminé directement les points de l'intersection 
situés sur les génératrices de contour apparent horizontal des 
deux cônes. 

Les génératrices de contour apparent horizgntal du cône S, 
sont projetées horizontalement suivant s^g, s,<7j, et verticalement 
suivant s',^. Elles coupent les plans des deux ellipses aux points 
cherchés («', ic), {<s^<5) et (iç', iCj), (<t', aj. 

Les points appartenant aux génératrices de contour apparent 
horizontal du cône S sont (V» yj), (e',e) et (y)', yj^) (e', e^). 

L'intersection présente deux points doubles (i', t)et [i\ i\). 

Nous avons construit aussi la Hgne des points doubles en pro- 
jection horizontale. Les plans diamétraux conjugués des cordes 
verticales dans les cônes S et S^ sont, respectivement, les plans 
perpendiculaires au plan vertical et ayant pour traces verticales 
sV et ^j^. Ils se coupent suivant une perpendiculaire au plan 
vertical en/, donc les points doubles a? et y de la projection hori- 
zontale appartiennent à la ligne de rappel du point/. 

Données numériques. 

Dans un cadre de 0"',27 sur 0",43 on placera la ligne de terre 
parallèlement aux petits côtés et à 0™,i95 du côté inférieur. On 
prendra oo' à 0^,155 du grand côté de gauche. 

Titre extérieur : Intersection de surfaces. 
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Titre intérieur : Cônes circonscrits à une même sphère. 

13. Problème. — On donne un cylindre et un cône ctrcon^ 
scrits à une même sphère (fig. 17). 

Le cylindre a son axe parallèle à la ligne de terre et le sommet 
du cône est situé sur cette ligne. 

On demande : 

1® De déterminer l'intersection des deux surfaces ; 

2** De représenter le cône supposé plein et existant seul en enle- 
vant la partie de ce corps comprise dans le cylindre. 

Prenons pour plan vertical de projection auxiliaire UT', le 
plan de profil qui passe par le point s. 

Sur le plan L'T', le contour apparent de la sphère est la cir- 
conférence o\. Le contour apparent du cône se compose des tan- 
gentes si\ et sj\ au cercle o\ ; ce cercle est d'ailleurs la trace du 
cylindre sur le plan L'T'. Prenons maintenant un nouveau plan 
horizontal de projection caractérisé par la ligne de terre L^T^. 

Sur ce plan horizontal : 

1® Le contour apparent de la sphère est le cercle o^, tel que 



o jOj =(o'o; 



2^ Le contour apparent du cylindre se compose des deux 
droites b\b^ et c\c^ ; 

3^ Le contour apparent du cône se compose des deux tangentes 
sb^ et sd^ au cercle o,. 

Le plan horizontal L,T, étant un plan principal commun au 
cône et au cylindre (puisqu'il contient les axes des deux surfaces), 
les deux courbes planes dont se compose leur intersection sont 
projetées sur le plan LjT, suivant les deux droites a^b^ et c^d^. 
Ce sont deux ellipses projetées sur le plan vertical auxiliaire, 
L'T' selon le cercle o\. 

Cela posé, nous allons déterminer les projections des points 
remarquables sur les plans primitifs caractérisés par la ligne de 
terre LT. 

1® Points appartenant au contour apparent vertical du 
cylindre. 

Les génératrices de contour apparent vertical du cylindre sont 
projetées, sur le plan vertical L'T' aux points A',- et l\. Elles 
sont projetées horizontalement, sur le plan auxiliaire L,T,, 
selon les perpendiculaires k\k^ et l\l^ à L^Tj 
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trices du cylindre ; c'est la droite AD située dans le plan 
horizontal. 

Tous les plans auxiliaires auront pour trace horizontale AD. 
Soit DAP' un de ces plans. 

Il coupe le cylindre suivant les génératrices (cT, ci) et [^'f^ef). 
Pour déterminer les génératrices d'intersection du cône et du 
plan auxiliaire, prenons pour base du cône le cercle situé dans 
le plan de profll Q'^Q. 

Rabattons ce plan sur le plan horizontal. 

Le cercle de base du cône se rabat en &v,/wj et la trace du 
plan auxiliaire sur le plan Q'pQ se rabat en «Yi. 

Les points «j et Vj sont les rabattements des traces des géné- 
ratrices cherchées sur le plan Q'^Q. Ces traces sont donc pro- 
jetées verticalement en «' et v\ et les projections verticales des 
génératrices du cône sont A u' et Av'. 

Les points, m! et n! communs aux droites kv\ et c'î', e'f, sont 
les projections verticales de deux points de l'intersection du cy- 
lindre et du cône ; on en déduit m et n. La génératrice du cône 
projetée verticalement en Au' contient deux autres points de 
l'intersection que nous n'avons pas déterminés. 

Tangente en (m', m'). — La trace verticale du plan tangent au 
cylindre en (m,m) est la tangente c't' au cercle 0. 

La trace, sur le plan Q'PQ, du plan tangent au cône en (m', m) 
est rabattue sur le plan horizontal suivant la tangente vfi au 
cercle kv^lu^ ; donc la trace verticale de ce plan tangent est A8. 

Le point t' commun aux deux droites cW et A8 est la trace 
verticale de la tangente en [m,m!) qui est, par suite, [t'm'j tm), 

18. Problème. — On donne dans le plan horizontal de pro- 
jection un cercle qui est tangent à la ligne de terre et dont le 
rayon est de 0",06. Ce cercle est la base d'un cône droit dont la 
hauteur est égale d 0",i4 (fig. 22). 

Soient A le point du cercle qui est le plus éloigné de la ligne 
de terre et B le milieu de Vune des arêtes du cône qui sont paral- 
lèles au plan vertical de projection. La droite AB est parallèle 
aux génératrices d'un cylindre dont la trace horizontale est le 
cercle décnt du point A comme centrey avec un rayon e^a/ elO",04. 

On demande : 

i^ De trouver V intersection du cône et du cylindre ainsi définis; 

2* De représenter le cône supposé plein et existant seul, en 
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tupprimanl la partie de ce corps comprise dans le cylindre 
(Concours d'admission à i'École centrale — 1876, 1" session). 

Menons, parle sommet (s', j) du c4ne, une parallèle (s'i',Jt)^liL 
direction (A6, a'b') des génératrices du cylindre. 

Nous emploierons des plans auxiliaires passant par la droite 
(s'i', £<); leurs tracée horizontales passeront toutes par le point i. 

Les traces horizontales des plans limites sont : la tangente tôt à 
la trace horizontale du cAne et la tangente t^ k la trace hori- 
zontale du cylindre. On voit qu'il y a arrachement. 

Nous ne déterminerons que les points remarqttables de l'inter- 
section. 

Le plan auxiliaire ic conpe le cfine suivant les génératrices 
{se, s'c') et {s.\. s'a'). 11 coupe le cylindre suivant les généra- 
trices {em, e'm') et (fn, fn'). Les points [m, m'), (p, p'), (n, n') 
et {q, q') communs aux génératrices du cylindre et du cône sont 
quatre points de l'intersection cherchée; (m m'} et (n, n') sont 
le=> points situés sur [e contour apparent vertical du c6ne. 

[^ plan auxiliaire dont la trace horizontale est ig donne les 
puints (r, r') et (u, u') appartenant au contour apparent vertical 
du cylindre. 

Le plan limite ia donne le point (u, v') (et un point situé au- 
dessous du plan horizontal, que nous n'avons pas construit pour 
ne pas surcharger l'épure}. (En v, u'). l'intersection est tangente 
à la génératrice (yii, y'u') du cylindre. 

Le plan limite t'^ fournit les points {x, x') et {y, y'). En ces 
points, les tangentes à l'intersection sont les génératrices {sv, 
s'x') et («y, s'y') du cône. 

Points pour lesquels la tangente est korizor 
points, les plans tangents aux deux surfaces 
horizontales parallèles, puisque ces plans se 
une horizontale. 

Il faut donc mener par le point i une droite I 
gentes aux circonférences A et s (aux points 
rences sont coupées par la droite) soient parallèles. 

On en conclut immédiatement que la trace horizontale du 
plan auxiliaire qui fournit les points cherchés, passe parlecentre 
de similitude B des deux circonférences A et s; c'est la droite iS. 

Le plan auxiliaire dont la trace horizontale est tS coupe le 
cône suivant les génératrices (st, jV), {st„s't\) et le cylindre 
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suivant les génératrices projetées horizontalement en Ce et 2^jZ,. En 
e et C les tangentes aux circonférences 5 et A sont parallèles ; 
donc le point z, commun à 5e et ^, est la projection horizontale 
d'un point de l'intersection pour lequel la tangente est horizon- 
tale. Ce point est projeté verticalement en z' sur s'e'. La projec- 
tion horizontale de la tangente en (z, z') est la perpendiculaire 
zt à sz. 

Le second point pour lequel la tangente est horizontale est le 
point (Z|Z'j), commun aux génératrices projetées horizontale- 
ment en 8t^ et K^z^. 

Point double de la projection verticale, — Dans le cône, le 
plan diamétral conjugué des cordes perpendiculaires au plan 
vertical est le plan de front cd. Dans le cylindre, c'est le plan 
des deux génératrices {ggi, g'g\) et (AA,, h'h\). L'intersection 
de ces deux plans est la droite (h^g^^ f^'xO'i)- ^ point double de 
la projection verticale appartient alors à la droite h\g\. 

Pour obtenir le point double lui-même, rabattons le plan 
horizontal h\g'^ sur le plan de front cd. Les circonférences dé- 
terminées par le plan horizontal h\^^ dans le cylindre et dans 
le cône sont, après le rabattement, projetées verticalement selon 
les circonférences décrites sur h\g\ et b^b\ comme diamètres. 

La corde 4''iT'i comiriune à ces deux circonférences coupe 
h\g\ au point double cherché 9'. Les points de l'intersection 
projetés verticalement en <p' sont projetés horizontalement en 
^ et cp. 

Données numériques. 

Dans un cadre de 0", 27 sur 0", 43, placer LT parallèlement 
aux petits côtés du cadre et à 0"^, 235 du côté inférieur. Prendre 
S9f à égale distance des grands côtés. 

Titre extérieur : Intersection de surfaces. 

Titre intérieur : Cylindre et cône. 

1 9. Problème* — On donne un tétraèdre régulier ABGD dont 
le côté a 19 centimètres et dont la base ABC est située dans le 
plan horizontal de projection (fig. 23). Le point Â est le sommet 
d'un cane qui a pour base le cercle inscrit dans BGD. L'arête BD 
est parallèle aux génératrices d'un cylindre dont la trace hori- 
zontale est le cercle décrit du point B comme centre avec un 
rayon égal à 6 centimètres. 

On demande de représenter en projection horizontale le corps 
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qui reste lorsqu'on supprime dans le tétraèdre la partie comprise 
dans le cône et la partie comprise dans le cylindre (Concours 
d admission à TÉcole polytechnique — 1880). 

Construisons en premier lieu Vintersection du cylindre 'et du 
tétraèdre. 

Le cylindre coupe la face ABC suivant Tare de cercle KK| ; il 
coupe la face ABD suivant la génératrice projetée horizontale- 
ment en Ku et la face CBD suivant la génératrice projetée hori- 
zontalement en K^u^. Enfin, il coupe la quatrième face ACD du 
tétraèdre suivant une ellipse projetée horizontalement en uwu^ ; 
nous avons déterminé la projection horizontale w du point 
situé sur la génératrice du cylindre qui passe par le point y, en 
rabattant le plan vertical Bb sur le plan horizontal. La géné- 
ratrice vient en yW^ parallèle à BDj, BDj étant le rabattement 
de Tarête BD du tétraèdre ; W^ît;, parallèle à AC, est la tangente 
en t£; à Tare uwui. 

Construisons maintenant Vintersection du cône et du tétraè- 
dre; c'est le cercle de base inscrit dans la face BCD. 

Rabattons cette face sur le plan horizontal. La base du cône 
se rabat suivant le cercle 0^ inscrit dans le triangle équilatéral 
BCD4 ; le centre de lellipse, projection horizontale du cercle 
est en 0, tel que |io zz: J |i.rf; le grand axe Xk^, parsillèle à 

BC, est égal au diamètre du cercle 0^ et le petit axe ^^^ = 2[/^. 
L'eUipse est tangente aux droites B(/ et (^d aux points de ren- 
contre (p et 4^ de ces droites avec les perpendiculaires à ABC me- 
nées des points de contact 4»^ et W^ du cercle 0| avec les droites 

BD, et CD,. 

Les génératrices de contact A[i., A4> et A^du cône avec le 
tétraèdre font d ailleurs partie de Tintersection des deux sur- 
faces. 

Le contour apparent horizontal du cône se compose des 
tangentes menées par le point A à l'ellipse [i.>.[i.,Xj. 

Construisons enfin Vintersection du cylindre et du cône, 

i^ Pour déterminer un point quelconque de cette intersection, 
coupons les deux surfaces par un plan auxiliaire passant par la 
droite menée par le sommet A du cône parallèlement aux gé- 
nératrices du cylindre. 

La trace horizontale Aa de ce plan coupe la base du cylindre 
en E et G, donc le plan auxiUaire détermine dans le cylindre 
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deux génératrices projetées horizontalement suivant les droites 
E/" et GA parallèles à Bd. 

Pour obtenir les génératrices d'intersection du plan auxiliaire 
avec le cône, observons que la trace de ce plan sur le plan BCD 
est paraQèle à BD, donc elle se rabat suivant la parallèle aj^ à 
BDi, et les points I, et Jj communs au cercle 0^ et à oj^ sont les 
rabattements des traces des génératrices da cône sur le plan de 
la base BCD. Ces traces se projettent horizontalement aux points 
de rencontre i et j des perpendiculaires IJ et I j à BC avec 
la parallèle olj à Bd; on en déduit les projections horizontales, 
At et A/, des génératrices du cône situées dans le plan auxi- 
liaire Aa. Les droites At et Aj rencontrent Efei GA en wi, wij, n 
et tti qui sont les projections horizontales de quatre points de 
Tintersection du cylindre et du cône. 

2^ La tangente en M est Tintersection des plans tangents en ce 
point aux deux surfaces. 

Le plan tangent au cylindre en M a pour trace horizontale la 
tangente E^ au cercle B. Le plan tangent au cône a pour trace, 
sur le plan BCD, la tangente au cercle rabattue suivant la tan- 
gente Ij^ au cercle 0^ ; donc A^ est la trace horizontale du plan 
tangent au cône, et le point t, commun à E^ et à A^ est la trace 
horizontale de la tangente en M qui est, par suite, projetée hori- 
zontalement suivant tm, 

3" Les plans atuciliaires limites ont pour traces horizontales 
AL et la tangente AS au cercle B. Les points situés dans ces plans 
limites sont projetés horizontalement enpeiq (pour le plan AL), 
et en r et « (pour le plan A8) . 

En p et qy la projection horizontale de l'intersection est tan- 
gente aux génératrices Kp et Lq du cylindre ; en r et s, elle est 
tangente aux génératrices ks et Ar du cône. 

4o Les points y et z, situés sur le contour apparent du cylindre, . 
ont été déterminés en considérant le plan auxiliaire dont la 
trace horizontale est Ae. Pour ne pas surcharger Tépure, nous 
n avons pas indiqué les constructions. 

5* En suivant le mouvement de la courbe tracée à laide des 
points connus, on obtient les points xeiv situés sur le contour 
apparent horizontal du cône. 

On ponctue aisément Tépure en supposant enlevée la partie 
du tétraèdre comprise dans le cylindre et dans le cône. 
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Tannées nmnëriqaes. 

Dans un cadre de 0",^ sur 0^,43, placer le point (jl à égale 
distance des petits côtés du cadre et à 0^,09 du grand côté in- 
férieur. Tracer CD, parallèlement aux grands côtés. 

Titre extérieur : Intersection de surfaces. 

Titre intérieur : Tétraèdre, cylindre et cône. 



II. CYLlNaRE £;t SPHÈRE 

SÔO. Problème. — Déterminer Vintersection d'un cylindre 
et (Tune sphère définis de la manière suivante : 

La -sphère a 80"" de rayon, elle est tangente au plan hori- 
zontal et Véloignement de son centre est 95"". 

Le cylindre est droit; sa base est un cercle w de 60"" de trayon 
situé dans le plan horizontal. On a, pour déterminer le centre w, 
OQL z=: 10"" et aw =z 25"". 

Ponctuer Vépure en supposant que la sphère existe seule, 
qu'elle est pleine et quon a enlevé la partie comprise dans le 
cylindre (fig. 24). 

4® Surfaces auxiliaires. 

Nous couperons les deux surfaces par des pkins de front. 

2® Détermination d*un point quelconque de Vintersection. • 

Soit P la trace horizontale d*un plan de front auxiliaire. 

Ce plan coupe la sphère suivant la circonférence [amb, a'm'b') 
et le cylindre suivant les deux génératrices (c, cV,) et (rf, d'd\). 
Les points m\ m\, n' et n\ communs à la circonférence ahn'b' et 
aux droites c'c\ et d'd\, sont les projections verticales de quatre 
points de l'intersection cherchée ; ces points sont projetés hori- 
zontalement en m Qin. 

3® Tangente à Vintersection en {m,'9n\). 

Nous appliquerons la méthode du plan normal. 

En (jw, m\), la normale à la sphère est {om, o'm\) et la nor- 
male au cylindre est Thorizontale («um, tù\7n\). Le plan de front 
qui passe par le centre de la sphère coupe le plan normal déter- 
miné par {om, o'm') et (wm, <*i\ni\) suivant (oi, o'i'), donc la pro- 
jection verticale de la tangente en (w, m\) est la perpendiculaire 
m\t' à o'i' ; la projection horizontale de cette tangente est la 
perpendiculaire mt à com. 

4 
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4** Points situés sur le contour apparent vertical de la sphère. 

Ce sont les points {p\p)f {p\^p), (?', q) et {q\y q) obtenus en 
prenant pour plan auxiliaire le plan du méridien principal de la 
sphère. 

En jo, p!^, 9' et q\y la projection verticale de Tintersection est 
tangente à la circonférence 0'/?'. 

5® Points situés sur le contour apparent vertical du cylindre. 

On les détermine en prenant pour plan auxiliaire le plan de 
front qui passe par Taxe du cylindre. Ce sont les points {r^^r), 
(r'i,r),(s',s)et(5'„5). 

En r', r'j, s' et s\, la projection verticale de Tintersection est 
tangente à r'1^^ et s's\. 

6® Points situés sur le contour apparent horizontal de la sphère. 

Le plan de Téquateur de la sphère coupe la sphère et le 
cylindre suivant deux circonférences projetées respectivement 
selon les circonférences oa et <«>, donc les points cherchés sont 
projetés horizontalement en u et v; leurs projections verticales 
sont u' et u'. 

Les plans tangents aux deux surfaces en (u, u') sont verti- 
caux ; ils se coupent suivant la génératrice du cylindre qui passe 
par ce point, donc cette génératrice est tangente à l'intersec- 
tion en («, t*'). De même, la tangente en (v, v') est la généra- 
trfce {Vf v'v\). 

7° Points situés dans les plans auxiliaires limites. 

Les plans de front limites sont : 

1^ Le plan dont la trace horizontale passe par le point u, et 
qui fournit le point (w, u') déjà trouvé. 

2° Le plan dont la trace horizontale e/'est tangente au cercle ta. 
Ce plan est tangent au cylindre suivant la génératrice (A, A'^) et 
fournit les deux points (^,^) et {gi,g)- 

Le plan tangent à la sphère en {g^^g) contient la tangente en 
ce point à la circonférence {ef, ^g'P)\ cette tangente est donc 
rintersection des plans tangents en (g'^g) aux deux surfaces et, 
par suite, elle est tangente en (^, g) à Tinlersection de ces deux 
surfaces. Ainsi, la projection verticale de l'intersection est tan- 
gente en ^ et en gf^ à la circonférence ^^f- 

Le théorème des surfaces inscrites (5) conduit immédiatement 
à ce résultat. En effet, le plan vertical ef et le cylindre « étant 
tangents, la sphère coupe ces deux surfaces suivant des lignes 
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tangentes en (^', g), c'est-à-dire que la circonférence [ef^ e'f^) 
est tangente en (^', g) à l'intersection de la sphère et du 
cylindre <i>. 

8® Points pour lesquels la tangente, est horizontale. 

Ils appartiennent au plan vertical oo) qui est un plan principal 
commun aux deux surfaces. Ce plan détermine dans le cylindre 
deux génératrices dont les traces horizontales sont k et j; la 
première coupe seule la sphère. 

Pour obtenir les points de l'intersection situés sur cette géné- 
ratrice, faisons tourner le.plan vertical ow autour de la verticale 
du point jusqu'à ramener à coïncider avec le plan du méridien 
principal de la sphère : les points cherchés viennent en {t/^, y\) 
et {y^y x^^. Ramenant le plan dans sa première position, on 
obtient {y, y') et (y, x'). 

En x' et en y', la projection verticale de l'intersection est 
tangente aux droites a/a/j et y'y\ parallèles à la ligne de terre. 

I>oiiiiée8 numépiques. 

Dans un cadre de 270™" sur 430""*, on placera la ligne de 
terre parallèlement aux petits côtés du cadre et à égale distance 
de chacun d'eux. On prendra la ligne de rappel oo' à égale dis- 
tance des grands côtés du cadre. 
. Titre extérieur : Intersection de surfaces. 

Titre intérieur : Cylindre et sphère. 

)S t. Problème. — Trouver V intersection d* un cylindre et 
d^une sphère définis de la manière suivante : 

Le cylindre est droit; sa base est un cercle AB donné sur le 
plan horizontal (on suppose le diamètre parallèle AB à la ligne 
de terre), 

La sphère a son rayon égal au diamètre du cylindre, et son 
centre est sur V arête du cylindre dont le pied C est à 45® de 
l'extrémité B du diamètre AB ; elle repose d^ ailleurs sur le plan 
horizontal. 

On mènera la tangente en un point quelconque de la courbe 
d'intersection, et Von ponctuera la partie cachée en .supposant 
que le cylindre existe seul (Concours d'admission à l'École cen- 
trale ). La détermination des contours apparents des deux sur- 
faces ne présente aucune difficulté (fig. 25). 

Nous prendrons, pour surfaces auxiliaires, des plans de front. 

Le plan de front dont la trace horizontale est de coupe la 
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Sphère suivant la circonférence {de, d'fe'), et le cylindre suivant 
deux génératrices projetées horizontalement en fei g. 

La tangente en {f, f) est la perpendiculaire en ce point au 
plan normal aux deux surfaces. La normale à la sphère est le 
rayon (o/", à^f), et la normale au cylindre est Thotizontale 
{ftùj fw'). Le plan de front qui passe par le centre de la sphère 
eoupe le plan normal déterminé par ces deux droites suivant 
{oi, o'i')y donc la projection verticale de la tangente en {f, f) est la 
perpendiculaire ff à &i' ; la projection horizontale de cette 
tangente est la perpendiculaire tf à /a>. 

Les points remarquables de Fintersection sont : 

A^ Les points situés dans les plans auxiliaires limites. Ces 
pians «ont tangents au cylindre suivant les génératrices pro- 
jetées respectivement en p et m^f et fournissent les points {p', p), 
(ic', p) et (m'j, r/ij), {\L\y mj. On prouverait, comme au problème 
précédent, qu'en ces points Tintersection est tangente aux cir- 
conférences déterminées dans la sphère par les plans tangents 
au cylindre. 

2* Les points (c', c), (y', c), (n', n) et y', n) situés sur le contour 
apparent vertical de la sphère. 

3** Les points (m', m), (|x', m), (p'j, p^) et(V^ p) appartenant au 
contow* apparent vertical du cylindre, 

4® Le point (r', r) situé sur le contour apparent horizontal de 
la sphère : (r', r) est un point double de Fintersection. 

Pour déterminer les tangentes en {r\ r), nous chercherons 
réquation de la projection verticale de Tintersection. 

Prenons respectivement pour plans des xy, des xz et des yz, le 
plan horizontal, le plan de front et le plan de profil qui passent 
par le point double (/, r). 

Soit R le. rayon du cylindre. 

L'équation du cylindre est 

x^ + y* — Rn/2.x — Rv^.jp/ = (i) 

et l'équation de la sphère 

a?' + y* + 2* — 2R/2,x — 2R\/2.y =: (2) 
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Éliminant y entre ces deux équations, on aura l'équation de la 
projection sur le plan des xz, projection identique à la projec- 
tion verticale de Tintersection. 

On trouve aisément 

9 

z* — 2Rv/2.X5« + 4R*x» — 2RV = (3) 

L'écpiatioif qui représente le système des tangentes à la, 
courbe (3), menées par Torigine, s'obtient en égalant à zéro 
Tensemble des termes du degré le moins élevé. Cette équation 
est donc 

ou 

(n/2.x + z) (v^.x — 2) = 

et les tangentes en r' à la projection verticale de l'intersection 
sont les droites cV et y/. 
I>oii]iées numériques. 

Dans un cadre de 270""* sur 430™"*, on placera LT parallèle- 
ment aux petits côtés et à égale distance de chacun d'eux ; on 
prendra le point w à 105"°* du côté de gauche du cadre et à 
70»"» de LT. 

Le diamètre AB du cylindre est égal à 80"". 

Titre extérieur : Intersection de surfaces. 

Titre intérieur : Cylindre et sphère. 

^tUt. Problème. — On donne un tétraèdre régulier ABGD 
dont le côté est égal à 10*™ et dont la base ABC repose sur le 
plan horizontal de projection. 

On demande : 

l« De trouver la projection horizontale de Vintersectton de la 
sphère ayant AD pour diamètre et du cylindre de révolution 
ayant la droite AB pour axe et 6°" de rayon; 

2® De représenter en projection horizontale la sphère supposée 
pleine et existant seule^ en supprimant la partie de ce corps com- 
prise dans le cylindre (Concours d'admission à l'École centrale 
1874, !'• session), 

i<» Tétraèdre (fîg. 26). 

Construisons, dans le plan horizontal de projection, un 
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triangle équilatéral ABC ayant 10^" de côté en plaçant le 
côté AB, axe du cylindre, perpendiculairement à la ligne de 
terre. Le point de concours d des hauteurs de ce triangle est la 
projection horizontale du quatrième sommet du tétraèdre 
régulier. 

La projection verticale de la base ABC est sur LT en a^c\ et le 
sommet D se projette verticalement sur la ligne de rappel du 
point d à une distance du point c' égale au côté donné du té- 
traèdre, puisque Tarête CD est de front. 

2** Sphère, 

Le centre de la sphère donnée est le point milieu (o,o') de 
Tarête AD. Ses contours apparents sur les deux plans de projec- 
tion sont les circonférences décrites des points o et o' comme 
centres avec 5^" de rayon . 

3* Cylindre, 

La trace verticale du cylindre est le cercle décrit du point a' 
comme centre avec 6*^™ de rayon. Son contour apparent hori- 
zontal se compose des deux droites e^e et ff. 

4® Intersection du cylindre et de la sphère. 

Nous couperons les deux surfaces par des plans horizontaux. 

Le plan horizontal P', par exemple, coupe la sphère suivant 
le parallèle {^mJh^gmh) ; il coupe le cylindre suivant deux géné- 
ratrices projetées verticalement aux points m' et [/.', et horizon- 
talement suivant les perpendiculaires à LT menées par ces 
points. 

Les points de l'intersection situés sur la génératrice projetée 
verticalement en m' sont (7w,m') et {n,m')\ Tautre génératrice 
fournirait, de la même manière, deux points que nous n'avons 
pas déterminés pour ne pas surcharger Tépure. 

On construit la tangente en [m,m'), comme aux deux problèmes 
précédents, par la méthode du plan normal ; c'est la droite 
[mt,m't'). 

Les points remarquables de l'intersection sont : 
1° Les points situés dans les plans auxiliaires limites. Le plan 
limite dont la trace verticale est /?'s' fournit les points {p,p^ et 
[q^p')- En p et q, la projection horizontale de l'intersection est 
tangente à la circonférence pq (5). Le plan limite dont la trace 
verticale passe par r' fournit le point [r'^r). 
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2® Les points {v,v') et {u,v') situés sur le contour apparent 
horizontal de la sphère; 

3® Les points situés sur les contours apparents verticaux de la 
sphère et du cylindre. Ce sont les points {r^,r) et {U,l) déterminés 
en prenant pour plan auxiliaire le plan de front ef. En r et /, la 
projection horizontale de l'intersection est tangente aux projec- 
tions horizontales /r et /7 des génératrices du cylindre. 

4^ Les points pour lesquels la tangente est de front. Us appar- 
tiennent au plan mené par a'o' perpendiculairement au plan 
vertical. Rabattons le plan o'a'A sur le plan de Téquateur de la 
sphère ; les points cherchés viennent en {x'^JX^) et (a/|,yi) ; on en 
déduit, en relevant le plan, (x, x') et (y, x'). 

Données numériques. 

Dans un cadre de 270'^'^ sur 430, on placera LT parallèlement 
aux petits côtés et à 170"" du côté inférieur. On prendra AB à 
120"" du côté de gauche et le point B à 85"" de la ligne de terre. 

Titre extérieur : Intersection de surfaces. 

Titre intérieur : Cylindre et sphère. 

223. Problème. — Déterminer Vintersection d'un cylindi*e 
de révolution et d*une sphère, , 

Le cylindre est tangent au plan horizontal et à ses généra- 
trices parallèles à la ligne de terre. 

La sphère a son centre sur la génératrice de contact et a pour 
rayon le diamètre du cylindre. 

On ne représentera que la moitié de la sphère située au-dessus 
du plan horizontal (École normale supérieure — 1865). 

1** Contours apparents (fig. 27). 

Soient (ab, a'b^ la génératrice de contact du cylindre avec le 
plan horizontal, (o, o') le centre de la sphère et oc son rayon. 

Le contour apparent horizontal de la sphère est la circonfé- 
rence cfd de centre o et de rayon oc, et le contour apparent ver- 
tical de la demi-sphère considérée est la demi-circonférence cVrf' 
de centre o'. 

Le contour apparent vertical du cylindre est le rectangle 
a^^Kh\g'h^ étant la tangente en e' à la circonférence c'e'rf' ; son 

contour apparent horizontal est le rectangle ijkl tel que ai =. 

oc 
al = -—. L axe du cylindre est projeté horizontalement en ab et 
z 

verticalement en a'p' : a'^' = a'a'. 
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2® Surfaces auxiliaires. 
Nous emploierons des plans horizontaux, 
3° Détermination d'un point quelconque de V intersection* 
Soit P' la trace verticale d'un plan auxiliaire horizontal. 
Ce plan détermine dans la sphère un parallèle projeté verti- 
calement en /?'</' et horizontalement suivant la circonférence 
pmqn. Il détermine dans le cylindre deux génératrices projetées 
verticalement en r's'. 

Pour construire les projections horizontales de ces généra- 
trices, prenons pour plan vertical auxiliaire de projection le plan 
de profil L'T'. 

Sur ce plan, la trace du cylindre est le cercle be'^ et la trace 
du plan auxiliaire est P'^ ; les deux génératrices d'intersection 
du cylindre et du plan sont projetées respectivement aux points 
r'i et ti'j, donc Isurs projections horizontales sont les paral- 
lèles rs et u^v^ àLT. Les points d'intersection m^iL^w et n de r5 et 
UjVj avec la circonférence pq sont les projections horizontales 
de quatre points de l'intersection cherchée ; les projections ver- 
ticales de ces points sont m' et ji' sur r's'. 

Le plan horizontal Q' fournit, d'une manière analogue, quatre 
nouveaux points de Tintersection. 

4® Tangente à V intersection en (m, m'). 

Nous appliquerons la méthode du plan normal. 

En (m, m% la normale à la sphère est (om, ohn% et la normale 
au cylindre est [mx, mV). 

Le plan de front ah coupe' le plan normal OMX suivant 
(oa?, oV), donc la projection verticale de la tangente cherchée 
est la perpendiculaire m't' à oV. 

Le plan horizontal a'^' détermine dans le plan normal la 
droite {x^y\ xy), donc la projection horizontale delà tangente en 
[m, m') est la perpendiculaire mt à xy. 

5<* Points situés sur le contour apparent horizontal de lasphère. 

On les obtient en prenant pour plan auxiliaire le plan hori- 
zontal de projection qui détermine le contour apparent hori- 
zontal de la sphère. Ce plan coupe le cylindre suivant la gêné* 
ratrice (a6,a'6'), et il coupe la sphère suivant la circonférence oc, 
donc les points cherchés sont (c, c') et (rf,rf'). 

En c et rf, la projection horizontale de l'intersection est 
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tangente au contour apparent boriz^ontal cfd de la sphère. 

6® Points situés sur le contour apparent horizontal du cylindre. 

Le plan qui détermine ce contour apparent est le plan horizon- 
tal a'P' mené par Taxe du cylindre. Il coupe le cylindre suivant 
les deux génératrices (a'^', Ik) et (a'P', y), et la sphère suivant la 
circonférence (y'S', yô) ; les points cherchés sont donc (wij, m\)f 
(«i»0»(l^i» F-'OetK, \f.\). 

En ffij, nj, [jLj et v^, la projection horizontale de rintersectiôn 
est tangente au contour apparent horizontal du cylindre. 

7® Points situés sur les contours apparents verticatix de la 
sphère et du cylindre. 

Ce sont les points (c, c'), {d, d') et [e, e^) obtenus en prenant 
pour plan auxiliaire le plan de front ab qui détermine les con- 
tours apparents verticaux des deux surfaces. 

8® Nature de la projection verticale de V intersection. 

Les deux surfaces considérées sont du second degré et de révo- 
lution ; Tune des surfaces est une sphère, donc la projection de 
l'intersection sur le plan des axes et, par suite, sur le plan ver- 
tical (qui est parallèle au plan des axes), est uxk^ parabole, (Voir 
notre Cours de géométrie descriptive^ II* vol., 2* fascicule, n® 136.) 

D'ailleurs, les points tw' et [jl', m\ et |x.', étant symétriques par 
rapport à o'd, o'e' est Yaxe de la par6d)ole et ef tn est le sonmiet. 

9® Nature de la. projection horizontale. 

Cherchons Féquation de la projection horizontale de Tintersec- 
tion. 

Prenons pour plan des xy le plem horizontal de projection, 
pour plan des xz le plan du méridien principal de la sphère et 
pour plan des yz le plan de profil qui passe par (o, o'). 

L'équation du cylindre est, en*désignant son rayon par r 

y2+s«^2rs=:0 (1) 

L'équation de la sphère est 

x» + y» + s» z= \r^ (2) 

L'équation de la projection de l'intersection des surfaces (1) 
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et (2) sur le plan des xy s'obtient en éliminant 'z entre (1) et (2) ; 
il vient 

x^ + 4r* [y^ — X «) — (3) 

C'est I équation d'une lemniscate. 

Le système des tangentes à la courbe à l'origine o a pour 
équation 

y* — x* = 

« 

ou 

y = ±x 

Ainsi les tangentes à l'intersection au point double (&, e') sont 
projetées horizontalement suivant les bissectrices des angles 
fed et fec, 

Données numériques. 

Rayon du cylindre = 37' 

Longueur du cylindre =: 170* 

Dans un cadre de 270"*™ sur 430™**, on placera la ligne de 
terre parallèlement aux petits côtés du cadre et à 145"™ du 
côté supérieur, (fn prendra la ligne de rappel oo' à 100"*"* du 
côté de gauche^ et o'o = 140"*™; le point o est le milieu de ab. 

Titre extérieur : Intersection de surfaces. 

Titre intérieur : Cylindre et sphère. 

J84t. Problème. — Sphère avec trou cylindrique. 

La sphère est tangente aux deux plans de projection; son 
rayon est de 50"*™. 

Le cylindre est de révolution autour d'un axe parallèle à la 
ligne de terre; son rayon est de 42"*™ ; enfin il touche la sphère au 
point de cette surface qui est le plus éloigné du plan vertical 
de projection (Concours d'admissibilité à l'École polytech- 
nique 1877). 

1** Contours apparents {ï\g, 28). 

Les contours apparents de la sphère sont deux circonférences 
et o' de 50™" de rayon et tangentes à la ligne de terre au même 
point a. 

Les projections de l'axe du cylindre sont les parallèles b'c' et 
bc à la ligne de terre; on a : ap rz: 42™™. 
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Les génératrices de contour apparent horizontal sont la tan- 
gente de en a k la circonférence o et là droite fg parallèle à bc et 
telle que bf = bd. 

Les génératrices de contour apparent vertical sont les paral- 
lèles AY et k'U à LT, et telles que b'h' = b'W = 42»«. 

^ Surfaces auxiliaires. 

Nous emploierons des plans de front. 

On pourrait prendre des sphères inscrites dans le cylindre, 
(Voir plus loin, n~ 26 et 27.) 

3® Détermination d'un point quelconque de V intersection. 

Soit P la trace horizontale d'un plan auxiliaire parallèle au 
plan vertical. 

Ce plan auxiliaire coupe la sphère suivant une circonférence 
projetée horizontalement selon la droite yS, et verticalement 
selon la circonférence y' 8' de centre o' ; il coupe le cylindre sui- 
vant deux génératrices projetées horizontalement en pq. 

Pour obtenir les projections verticales de ces génératrices, 
prenons pour plan vertical, auxiliaire de projection le plan de 
profil VT, 

Sur ce plan, la trace du cylindre est le cercle fih\d\k\ de 
42*"* de rayon et ayant son centre au point b\ pied de Taxe ; 
les génératrices considérées se projettent respectivement aux 
points jo'j et r'^; on en déduit aisément les projections verticales 
p^q^ et r's^ sur le plan vertical caractérisé par la ligne de 
terre LT. 

Les points d'intersection m', w', ^ et v' des droites p'j' et r's' 
avec la circonférence yS' sont les projections verticales de 
quatre points de Tintersection projetés horizontalement en 
m et Y" 

4® Tangente à Vintersection en (m, m!). 

Nous appliquons la méthode du plan normal. 

Les normales en (w, m') à la sphère et au cylindre sont res- 
pectivement (om, o'm') et [mx^ m'x!). 

Le plan de front bc coupe le plan normal OMX suivant 
(xy, a!?'y'), donc la projection verticale de la tangente cherchée est 
la perpendiculaire m't^ à x^y'. 

Le plan horizontal b^d détermine dans le plan normal la 
droite (oV, ox), donc la projection horizontale de la tangente 
en (m, m') est la perpendiculaire ml à ox. 
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5^ Pointé situés sur tes. contours apparents horizontaux de la 
sphère et dueylindre. 

Ce sont les points (a, a'), (1, 1') et (2, 2') déterminés au moyen 
du plan auxiliaire horizontal«6V. 

6® Points situés sur le contour apparent vertical de la sphère. 

On les obtient en prenant pour plan auxiliaire le plan de front 
qui *passe par le centre de la sphère; ce sont les points (3', 3), 
(y, 5), (4', 3) et (6', 5). 

7® Points appartenant au contour apparentnertical du cylindre* 

Le plan de front bc fournit las points (7', 7), (y, 9), (8', 7)' 
et(l(y, 9). 

La projection horizontale de Tintersection est une parabole^ 
puisque Tune des surfaces considérées est une sphère et que le 
plan horiasontal b'd est un plan principal commun aux deux 
surfaces. (H« vol. de notre Cours, 2* fasc, n® 136.) Uaxe de 
cette parabole est oui et son sommet est le point a. 

8^ Tangentes à Vintersection en (a, a!). 

L'intersection présente un point double (a, af). 

Pour construire les tangentes en ce point, nous chercherons 
l'équation de la projection verticale de l'intersection. 

Prenons pour plan des xy le plan de l'équateur de la sphère, 
pour plan des xz le plan du méridien principal et pour plan des 
yx le plan de profil mené par le centre de la sphère. 

L'équation de la sphère est, en désignant son rayon par R : 

x^ + y« + ;:* = R« (!) 

L'équation du cylindre est, en désignant son rayon par r : 

y* + 2» — 2(R — r)y + n2 — 2Rr=:0 (2) 

En éliminant y entre les équations (i) et (2), on aural'équation 
de la projection de l'intersection sur le plan des xz, projection 
qui est identique à la projection verticale. 

On trouve aisément, en posant R -*- r = rf / 

x' — Adrx^ + Ad^z^ = (3) 
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L*équation qui représnnte le 'système des tangenteô "à la 
courbe à l'origine est 

di» — rx*=zO 
d'où 

a 

On obtiendra donc les projections verticales des tangentes à 
rintersection au point double [a\ a) en prenant 

et en joignant {a!v!). 

La projection verticale a'v' de la seconde tangente est symé- 
trique de a^u' par rapport à o'a. 

I^onnées numériques. ' 

Dans un cadre de âTO"** sur 430"", placer LT parallèlement 
aux petits côtés du cadre et à égale distance de chacun d'eux. 

Prendre la ligne de rappel oo' à 80"" du bord de gauche. 
Rayon de la sphère = 67"". Rayon du cylindre = 56"". 

Titre extérieur : Intersection de surfaces. 

Titre intérieur : Cylindre et sphère. 

95. Problème. — On donne une sphère tangente aux deux 
plans de projection et ayant 0",05 de rayon. Par le point le 
plus haut de cette sphère, on mène une parallèle à la ligne 
de terre. 

Cette parallèle est Vaxe d'un cylindre de révolution ayant un 
rayon égal à celui de la sphère. 

Trouver les projections de Vintersection de la sphère et du 
cylindre, 

'Dans la mise à V encre, on supposera que la sphère existe seule, 
qu'elle est pleine et qu'on a enlevé la portion comprise dans le 
cylindre; on mettra des hachures sur les parties coupées visibles 
(Concours d'admission à l'École centrale 1867, i'* session). 

On détermine aisément les contours apparents des deux sur- 
faces (fig. 29). 



62 GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE 

Les circonférences o et o' de 50"""* de rayon et tangentes àLT 
en a sont les contours apparents de la sphère. 

L'axe du cylindre est {ef^ e'f)\ son contour apparent hori- 
zontal est ghji et son contour apparent vertical, k'I'r'q', 

Nous prendrons, pour surfaces auxiliaires, des plans hori- 
zontaux. 

Le plan horizontal P' détermine dans la sphère un parallèle 
projeté verticalement en PY sur P' et horizontalement en vraie 
grandeur suivant la circonférence py. Le plan P' coupe le 
cylindre suivant deux génératrices projetées verticalement en 
u'v' ; on obtient aisément les projections horizontales de ces 
génératrices en prenant, pour base du cylindre, le cercle suivant 
lequel il est coupé par le plan de profil oo'. Ce cercle rabattu sur 
le plan du méridien principal de la sphère, vient en {c!^o'd\ , c^d^o) 
et les traces des génératrices sur le plan de profil oo' sont rabat- 
tues en (8\, 8j) et(e'jEj). Relevant le plan de profil, on obtient 
8 et e; les parallèles à LT menées par ces points sont les projec- 
tions horizontales des génératrices considérées. 

Les points d'intersection «, v, m et jjl des droites uv et «jV^avec 
la circonférence Py sont les projections horizontales de quatre 
points de Tintersection cherchée ; ces points sont projetés verti- 
calement sur P' en n' et v'. 

La tangente en (w, «') s'obtient, comme au problème précé- 
dent, par la méthode du plan normal : mt est perpendiculaire 
à xy et n't' est perpendiculaire à o'x'. 

Les points situés sur les contours apparents verticaux de la 
sphère et du cylindre sont (a', a) et [b', b) ; on les obtient en 
prenant pour plan auxiliaire le plan de front ef. 

Il importe de déterminer les points de Tintersection situés sur 
les génératrices limites, c'est-à-dire tangentes à la sphère. 

Ces génératrices appartiennent au cylindre circonscrit à la 
sphère et dont les génératrices sont parallèles à la ligne de 
terre. 

Ce cylindre a pour trace, sur le plan de profil oo', une circon- 
férence de grand cercle qui se rabat, sur le plan de front ef, 
suivant le cercle (a'aô', aob). Les points c\ et d\ communs aux 
deux circonférences a'oib' et c\o'd\ sont les projections verti- 
cales, après rabattement, des traces des génératrices du 
cylindre donné qui sont tangentes à la sphère. 
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; Les génératrices limites sont donc projetées verticalement 

■ * en c'^d'^ et horizontalement suivant les parallèles à LT menées 
par les points c ei d; ces génératrices sont tangentes à Vintersec- 
tion des deux surfaces, car, en [c^yc), par exemple, les plans tan- 
gents au cylindre [e'fy ef) et à la sphère (o', o) contiennent tous 
deux la génératrice limite qui passe par ce point ; et, par suite, 
cette génératrice est la tangente en (c', c) à Tintersection du 
cylindre et de la sphère. 

Pour qu un plan auxiliaire fournisse des points de Tintersec- 
tîon, il faut que sa trace verticale soit comprise entre les deux 
droites a' h' ei d\c\. 

La projection verticale a'n'c'y'b^ de Tintersection est une para- 
bole (24) ayant pour axe c'o' et pour sommet c'. 

Honnées numépiques. 

Dans un cadre de 270"°* sur 430"*", on tracera la ligne de terre 
parallèlement aux petits côtés du cadre et à *250"" du côté 
supérieur. 

On prendra la ligne de rappel oo' à 150"" du côté de gauche. 

Rayon de la sphère =^ 66"". 

Longueur du cylindre = 200"". 

Titre extérieur : Intersection de surfaces 

Titre intérieur : Cylindre et sphère. 

^B. Problème. — On donne une sphère (o, o') tangente au 
plan horizontal de projection , et un cylindre de révolution dont 
faxe {ab, a'b') est situé dans le plan du méridien principal de la 
sphère. 

On demande : 

1® De déterminer Vintersection du cylindre et de la sphère, et 
la tangente en un point de cette intersection; 

2*^ De représenter la sphère pleine et existant seule en suppri- 
mant la partie de ce corps comprise dans le cylindre (fig. 30). 

1® Surfaces auxiliaires. 

Nous emploierons des sphères inscrites dans le cylindre. 

2^ Détermination d'un point quelconque de Vintersection. 

Considérons la sphère auxiliaire ayant pour centre le point 

(ci)', €•)) de Taxe (a'^', ab). Elle est tangente au cylindre suivant le 

, parallèle projeté verticalement selon la droite c'c\ et elle coupe 

! la sphère (o', o) suivant une circonférence projetée verticalemen 

I en €fe\. 
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Les deux circonférences CCi et EEj se coupent en deux points 
qui appartiennent à l'intersection cherchée ; ils sont projetés 
verticalement au point w! commun aux deux droites cV} et é^ ^^ 
et horizontalement en m et m^ sur la circonférence oa. 

3** TanQente en (m, »i'). 

En chacun des points (m, m') et (m^, m') Tintersection est tan- 
gente à la circonférence EE^ déterminée dans la «phère donnée 
par la sphère auxiliaire inscrite dans le cylindre (5). 

Donc la pirq^eciion verticale de la tangente à Vinterseetion 
est e'e\. 

Le plan normal en (m, m') aux deux surfaces est coupé par le 
plan de Téquateur de la sphère suivant la droite {o^i\ oi), donc 
la projection horizontale de la tangente est la perpendicu- 
laire mt à oi. 

4** Points sitms sur les contours apparents verticaux du^cy- 
lindre et de la sphère. 

Ce sont les points (</', g) et (A', A). En chacun de ces points, la 
tangente à Fintersection est perpendiculaire au plan vertical. 
On obtiendrait les tangentes à la projection verticale en ^ et A' 
par la méthode connue (voir notre Cours^ II® vol., 2' fasc, 
n« 125). 

5° Points situés sur le contour apparent horizontal de la 
sphère. 

On prend pour sphère auxiliaire la sphère dont le centre est 
projeté verticalement en A' et dont le rayon est égal à A7'. Elle 
coupe le cylindre suivant le parallèle projeté verticalement 
en rf'rf', ; les points cherchés sont {f, f) et (/^, f^), 

6** Points appartenant au contour appareyit horizontal du 
cylindre. 

Les génératrices de contour apparent horizontal sont proje- 
tées verticalement en a'b'^ et horizontalement suivant des paral- 
lèles kab et à une distance de cette droite égale au rayon du 
cylindre. 

Pour déterminer les points de l'intersection situés sur ces 
génératrices, prenons pour surface auxiliaire le plan qui pro- 
jette ces génératrices sur le plan vertical, et rabattons ce plan 
auxiliaire sur le plan du méridien principal de la sphère. 

Les génératrices de contour apparent horizontal du cylindre 
sont, après le rabattement, projetées verticalement en c'd' et 
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d^d\^ et la circonférence déterminée dans la sphère par le plan 
auxiliaire est projetée verticalement selon la circonférence 
décrite sur PY comnie diamètre. 

Les .points V^ et p'^, communs à la circonférence p Y et aux 
droites dâ! et d yd\^ sont les projections verticales des points 
cherchés, après le rabattement du plan auxiliaire. Relevons ce 
plan, nous obtenons/)' et r' sur dh\ puis/?, p^, r et ri. 

7® Points pour lesquels la tangente est horizontale. 

En ces points, la projection verticale de la tangente à Tinter- 
section est parallèle à la ligne de terre ; donc, en vertu de ce 
qui précède (3^), la projection verticale de la sphère auxiliaire 
inscrite dans le cylindre doit couper la circonférence o' suivant 
une parallèle à LT. 

Il résulte de là qu'il faut prendre pour sphère auxiliaire 
inscrite celle dont le centre est projeté verticalement au point 
d^intersection k' de a'ô' avec la perpendiculaire à LT menée 
par o'. On obtient ainsi les points {q\ q) et (^ ', q^). 

En chacun de ces points, l'intersection est tangente à la cir- 
conférence (S'î^'ê', Sçe), donc la projection horizontale de l'in- 
tersection est tangente en q eiq^ à la circonférence ^qz, 

8* Points pour lesquels la tangente est de profil. 

On les détermine en prenant pour sphère auxiliaire inscrite 
dans le cylindre celle dont le centre est projeté verticalement 
en ji'. Elle fournit les points {s\s) et (*',«,). 

9** Points situés sur les génératrices du cylindre tangentes à la 
sphère. 

Ces génératrices appartiennent au cylindre circonscrit à la 
sphère et dont les génératrices sont parallèles à {a'b\ab). 

Pour les déterminer, coupons ce cylindre et le cylindre donné 
par le plan mené par {o'yo) perpendiculairement à l'axe {a'b',ab), 
et rabattons ce plan sur le plan du méridien principal de la 
sphère. 

Les cercles déterminés dans les deux cylindres par le plan u'i;' 
se rabattent suivant les cercles projetés verticalement en u'x'v'x\ 
e\.u\x'v\x\. Les génératrices cherchées sont, par suite, proje- 
tées verticalement en x^x\ ; leurs projections horizontales sont 
parallèles à a6 et à des distances de cette droite égales à x'y' : les 
points de l'intersection appartenant à ces génératrices sont 

(y'»y)et(y',y,)- 
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Le% génératfnces limites sont tangentes à Vintersection de la 
^>hère et du cylindre, car les plans tangents aux deux surfiiceR 
en (y'jV), par exemple, se coupent suiYant*la génératrice du cy- 
lindre qui passe par ce point. 

La projection verticale de l'intersection est nùe parabole demi 
Taxe est perpendiculaire à o'é' (voir notre Cours, !!• vol., 
2. fasc, n® 136) ; le point y' est le sommet de cette parabole. 

10® Points doubles de la projection horizontale. 

Les plans diamétraux conjugués des cordes verticales dans la 
sphère et dans le c6ne sont les plans menés par l'l\, et a'b' per- 
pendiculairement au plan vertical ; donc les points doubles de la 
projection horizontale appartiennent à la ligne de rappel du 
point [!.' (I-ô**). On pourrait obtenir les points doubles eux-mêmes» 
comme au n*^ 1, car le plan de profil qui passe par y! coi4)d la 
sphère et le cylindre suivant deux lignes faciles à construire. 

Pour ne pas surcharger Tépure, nous n'avons pas indiqué ces 
constructions. . 

Honnées naméFlques* 

Sphère/ — Le rayon de la sphère est 80***, la cote de son 
centre est 80"" et son éloignement 100"". 

Cylindre, — Le rayon du cylindre est 70"". Pour déterminer 
son axe {a!b\ab) situé dans le plan du méridien principal de la 
sphère, on a : o^' = 15"" et o'k' = 30"". 

Dans un cadre de 270"" sur 430"", on placera LT parallèle- 
ment aux petits c6tés du cadre et à 230"" du côté supérieur. On 
prendra la ligne de rappel oo' à égale distance des grands côtés. 

Titre extérieur : Intersection de surfaces. 

Titre intérieur : Cylindre et sphère. 

ST. Problème. — Trouver Vintersection d*une sphère et 
d'un cylindre de révolution définis de la manière suivante : 

La sphère a 10°" de rayon, elle est tangente aux deux plans 
de projection (fig. 31). 

Le cylindre a 6°™ de rayon; son axe passe par le point le plus 
haut de la sphère, est parallèle au plan vertical et fait un angle 
de 45** avec le plan horizontal. 

On représentera le solide commun au cylindre et à la sphère 
(Concours d'admission à TEcole centrale — 1872). 

La méthode à suivre est celle que nous avons appliquée pour 
résoudre le problème précédent. 
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La sphèr6 auxiliaire (<>)',(>)) inscrite dans le <;ylindre fourfiit les 
pointe {m'ym) et {m',m^). 

La tangente en (m\mj) est projetée verticalement en a!b\ et 
horizontalement suivant la perpendiculaire m^t à la projection 
horizontale oi de la ligne de niveau du plan normal en (fn^tn^) 
située dans le plan de Téquateur de la sphère. 

Les points situés sur les contours apparents verticaux du 
eylindre et de la sphère sont (&ye) et (rf',rf). 

La sphère auxiliaire de centre (e\e) et de rayon [eff.ef) fournit 
les points (^,^) et {g',gy) appartenant au contour apparent hori- 
zontal de la sphère. 

Les points (p',/>), (p'»/>i) et (r',r), (r^r^) situés sur les généra- 
trices do contour apparent horizontal s'obtiennent en prenant 
pour plan auxiliaire le plan efh' qui projette ces génératrices êur 
le plan vertical. 

La sphère inscrite dont le centre est projeté verticalement en 
e' fournit les points [q*, q) et (y',?,) p^ur lesquels la tangente à 
l'intersection est horizontale. 

La sphère inscrite dont le centre est projeté verticalement en 
h! donne les points (s', s) et [s', sj où la tangente est de profil. 

Les points situés sur les génératrices limites s'obtiennent, 
comme au n* précédent (26-9*), en coupant le cylindre et la âphère 
par le plan mené par (o', o) perpendiculairement à l'axe du 
cylindre; ce sont les points (y', y) et [y', y,). 

La projection verticale de l'intersection est une parabole dont 
o'y' est Vojce et y' le sommet (voir notre Cours, II» vol., 2** fasc, 
n» 136). 

La projection horizontale de l'intersection, est tangente en 
P» '*> Ptf ^iy y et yi aux projections horizontales des généra- 
trices du cylindre. En q et çr^, elle est tangente à la circonférence 
oq, et en c ei d les tangentes sont perpendiculaires à la ligne 
de terre. 

Honnées numéFiques. 

Dans un cadre de 270"" sur 430"", on placera la ligne de 
terre parallèlement aux petits côtés du cadre et à 225°" du 
côté supérieur. On prendra o'o h égale distance des grands côtés 
du cadre. 

Titre extérieur : Intersection. 
Titre intérieur : Cylindre et sphère. 
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». Problème. — On donne un cylindre à ba$ei paral- 
lèles; la base inférieure est un cercle situé dans le plan horizontal 
, ée projection ; son centre est à 5^ en avant de la ligne de terre 
et son rayon a 4*^"* ; les génératrices sont parallèles au plan ver- 
tical et inclinées de 45"* sur le plan horizontal et la base supé- 
rieure est à 14°™ au-dessus du plan horizontal. 

Une sphère, ayant pour rayon 7°"* et pour centre le milieu 
(i, i') de V arête (ab a'b') du cylindre parallèle au plan vertical et 
la plus rapprochée de ce plan , coupe le cylindre. 

On demande de représenter le corps qui subsiste quand on 
détache du cylindre le volume commun à ce cylindre et à la 
sphère {Concours d'admission à TÉcole polytechnique 1873). 

1^ Contours apparents du cylindre et de la sphère (fîg. 32). 

La représentation des deux surfaces ne présente aucune dif- 
Acuité. 

Il résulte d'ailleurs des données que la sphère est tangente au 
plan horizontal de projettiôn et au plan de la base supérieure 
.du cylindre. 

2* Surfaces auxiliaires. 

On peut employer des plans de front ou couper les deux sur- 
faces par des plans horizontaux. 

Si Ton emploie des plains horizontaux, on projette oblique- 
ment, sur le plan horizontal, les sections déterminées dans les 
deux surfaces par des plans auxiliaires, en prenant {ab, a'b') 
pour direction des projetantes obliques (voir notre Cours, 
II«Yol., 2*fasc., 2M26). . 

Nous construirons spécialement les points remarquables de 
l'intersection. 

3" Points situés sur le contour apparent vertical du cylindre. 

Ils sont fournis par le plan de front dont la trace horizontale 
est cd. 

Ce plan détermine dans le cylindre les deux génératrices 
[cd, c'd') et (Cjrfj, c\d\), et, dans la sphère, la circonférence 
[em^f, e'^'fm'). 

Les points {m', m), {^, [a), {m\, m^) et (|i.'i, ^^), communs aux 
génératrices et à la circonférence, sont les points cherchés. 

4* Points situés sur le contour apparent horizontal du 
cylindre. 

Prenons, pour plan de front auxiliaire, le plan dont la trace 
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» 

horizontale est ab. Les points de Tintersection situés su^ la géné- 
ratrice {abj a'b') sont (»', n) et (v', v), 

La génératrice {a^b^, a'b') ne rencontre pas la sphère. 

Les points {n', n) et (v', v) appartiennent aussi au contour 
apparent vertical de la sphère. 

5« Points appartenant au contour apparent horizontal de la 
sphère. 

Prenons pour plan auxiliaire le plan de Téquateur de la 
sphère; puis, projetons les sections qu'il détermine dans les 
deux surfaces sur le plan horizontal et parallèlement à {a'b\ ab), 

La section déterminée dans le cylindre se projette suivant la 
circonférence aca^c^y trace du cylindre sur le plan horizontal; 
la section déterminée dans la sphère se projette suivant la cir- 
conférence ayant pour centre le point a, projection oblique de 
(i', t) et pour rayon ai. 

Les projections obliques des deux sections se coupent en deux 
, points p^ et ir, qui sont les projections obliques des points 
cherchés. Les projetantes inverses menées par p, et t^^ four- 
nissent aisément {p'^p) et («'^ it,). 

6** Points situés sur les génératrices limites. 

Le cylindre circonscrit à la sphère et dont les génératrices 
sont parallèles à {a'b', ab) a pour trace horizontale l'ellipse 
ur^vq^. Le demi-petit axe ar est égal au rayon de la sphère et le 
demi-grand axe au s'obtient en déterminant la trace horizontale 
u de Tune des génératrices situées dans le plan du méridien 
principal de la sphère (I" vol., 1" fasc, n* 94). 

Les points 9, et r„ communs à cette ellipse et à la circonférence 
aca^c^ sont les traces horizontales des génératrices du cylindre 
donné qui sont tangentes à la sphère. 

Le plan de front dont la trace horizontale est q^r^ fournit 
les points de l'intersection [q'y q) et {r'^,r^) situés sur ces géné- 
ratrices. 

7® Point le plus haut et point le plus bas. 

Reprenons la méthode des sections horizontales. 

Les plans horizontaux limites sont ceux qui coupent la sphère 
et le cylindre suivant des circonférences tangentes. 

La projection oblique o^g de la circonférence déterminée dans 
la sphère par un plan horizontal limite P' est tangente à la dr- 
conférence aca^c^. 
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Tout revient h déterminer le point 0|. 

En désignant par œ la longueur t^Op pai^ r le rayon de la baaa 
du cylindre, par R lé rayon de la sphère, et en remarqo&nt 
qu'on a : 0,^ = o'A' et ao^ = i'o', on trouve aisément Téquation 



2x* — 2rx — R» m 

d'où .: 

> 

X =. r-! 



La valeur positive, seule admissible, est facile à construire. 

On prend Aa z= R =zki^ et on joint îja. Puis, sur la perpendi- 
culaire en a à t,<x, on porte a^ = r et on joint i,^; on prolonge 
i,^ d'une longueur ^a^ égale à r ou à ^a et on prend le milieu y 
de i^9Li \ i^Y est la longueur chercha 1,0^. 

Enjoignant «,0^, on obtient la trace horizontale g de la géné- 
ratrice qui contient le point le plus haut (p', p). 

La projection horizontale p./ de la tangente à Tintersection en 
(p', p) est parallèle à la trace horizontale 96 du plan tangent au 
cylindre en ce point. 

Le point le plus bas (r', r) est sur la génératrice dont la trace 
horizonlaleest^i. 

8® Point le plus à droite et point le plus à gauche, 

fin chacun de ces points, la tangente à l'intersection est 
située dans un plan de profil ; ses projections sont perpendicu- 
laires à LT. 

Or, a'b' est un axe de la projection verticale; donc, le symé- 
trique p'^ de p' par rapport à a'V est la projection verticale d*un 
point de l'intersection. D'ailleurs, la tangente à la projection 
verticale en p\ est perpendiculaire à LT, donc p'^ est la projec- 
tion verticale du point le plus & droite ; sa projection horizon- 
tale est p|. 

Il appartient à la génératrice qui contient le point le plus 
bas (r', r). 

On détermine, de la même manière, le point le plus à 
gauche {s\, 5,). 
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9* Points doubles de la projection horizontale. 

Les plans diamétraux conjugués des cordes verticales dans la 
sphère et dans le cylindre sont, respectivement, le plan de 
Téqpiateur de la sphère et le plan b^a'a^ qui détermine les géné- 
ratrices de contour apparent horizontal du cylindre. Ces deux 
plans se coupent suivant la perpendiculaire au plan vertical 
projetée en i'. 

La ligne des points doubles de la projection horizontale est 
donc îa. 

On peut construire les points doubles eux-mêmes (1-6*). 

Le plan qui projette la droite {i'j ici) sur le plan horizontal 
coupe la sphère suivant le méridien de profil et le cylindre sui- 
vant une circonférence égale à la circonférence de base aca^Ci 
car les sections horizontale et de profil sont anti-parallèles. 
Rabattons ce plan sur le plan horizontal. Les sections déter- 
minées dans le cylindre et dans la sphère se rabattent respecti- 
vement suivant la circonférence aca^Ci et suivant la circonfé- 
rence de centre a et de rayon ai; la corde commune /?,iej 
perpendiculaire à ta fournit le point double ic. Les points de 
Tintersection projetés horizontalement en ir sont projetés verti- 
calement en V et p\, 

Honnées munépiques. 

Dans un cadre de 270"" sur 430"", on placera LT parallèle- 
ment aux petits côtés du cadre et à 240"* du côté supérieur. 
On prendra la ligne de rappel i'i à 150"" du côté de gauche. 

Titre extérieur : Intersection de surfaces. 

Tïtre intérieur : cylindre entaillé par une sphère. 



111. CÔNE ET SPHÈRE. 

é£>S» Problème. — Déterminer V intersection d*un cône de 
révolution et d'une sphère (fîg. 33). 

La sphère repose sur le plan horizontal. Le cône a son axe 
dans le plan du méridien principal de la sphère ; les généra- 
trices situées dans ce plan sont : 1° la tangente au méridien 
principal au point le plus haut (a', a) ; 2° une droite passant par 
V extrémité (b', b) du diamètre horizontal. 
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I* Contours apparents du cône. 

Sur le plan vertical, le contour apparent du cône se compose 
de la tangente horizontale aV au cercle o' et de la droite ^b' 
passant par Textrémité i' du rayon horizontal o'b'. La bissec- 
trice fi'ci)' de Tangle a^s'b^ est la projection verticale de Taxe 
du cône. 

Pour obtenir le contour apparent sur le plan horizontal, 
inscrivons dans le cône une sphère quelconque, celle qui a pour 
centre le point (o)', (o) par exemple ; puis, menons les tan- 
gentes «^ et s^^ au contour apparent horizontal a^j^^ de cette 
sphère ; le contour apparent horizontal du cône se compose des 
deux droites s^ et s^, (!!• vol., i" fasc, n** 7}, 

2* Surfaces auxiliaires. 

Les deux surfaces considérées sont de révolution ; de plus, si 
Ton joint le centre (o', o) de la sphère à un point quelconque de 
Taxe (s'(t>', sta) du cône, la sphère est de révolution autour de la 
droite obtenue. Il résulte de là que Ton peut employer comme 
surfaces auxiliaires des sphères ayant pour centre un point 
quelconque de Vaxe du cône. 

3** Détermination d'un point quelconque de V intersection. 

Considérons la sphère ayant pour centre le point (o)', u) de 
l'axe du cône situé sur le diamètre, vertical [o'a', oa). 

Cette sphère, de rayon coy, coupe la sphère [o\o) suivant un 
parallèle projeté verticalement selon la droite y'S' et horizon- 
talement selon la circonférence (oy. Elle coupe le cône suivant 
deux parallèles projetés verticalement en g'g'^ et d'd\. 

Le point m', commun aux deux droites y'S' et g'g\ est la pro- 
jection verticale de deux points de l'intersection projetés 
horizontalement en m et m^ sur la circonférence wy ; [n\ n) et 
(n', n,) sont deux autres points de cette intersection. 

Observons tout de suite que, le plan des axes des deux sur- 
faces étant de front, la projection verticale de l'intersection est 
un arc de parabole, puisque l'une des surfaces est une sphère 
(II'vol., 2« fasc, nM36). 

4" Tangente à V intersection en un point quelconque (m, m'). 

En (m, m'), la normale à la sphère est (om, oW) et la nor- 
male au cône est [m!i\ mt), (t, i') étant le point où la normale au 
cône en (y', g) coupe l'axe (sV, «w). 

Le plan normal (MO, MI) est coupé par le plan horizontal o'i' 
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suivant la droite (o'k', ok), donc la projection horizontale de la 
tangente en (m, m') est la perpendiculaire mt à ok ; la projection 
verticale de cette tangente est la perpendiculaire m!t' à o't'. 

5^ Points situés sur les contours apparents verticaux de la 
sphère et du cône. 

Ce sont les points (a', a), (é', b) et (c', c). En {a\ a), la tangente 
est horizontale ; le point (a', a) est le point le plus haut de Fin- 
tersection. En chacun des points ((', b) et (c/ c), la tangente est 
perpendiculaire au plan vertical. Nous avons expliqué (voir 
notre Cours, II* vol., 2* fasc, n* 124-3**) comment on peut con- 
struire les tangentes en 6' et c' à la projection verticale de Tinter- 
section; pour ne pas surcharger Tépure, nous n'avons pas 
construit ces tangentes. 

6® Points situés sur le contour apparent horizontal de la 
sphère. 

On les obtient en prenant pour sphère auxiliaire celle dont 
le centre est projeté verticalement en &>' et dont le rayon est 
égal à cu'6'. 

Cette sphère détermine dans ]e cône deux parallèles : l'un, 
qui passe par le point {b', b), est tangent en ce point à Téquateur 
et fournit le point {b\ b) déjà connu ; l'autre est projeté vertica- 
lement suivant la droite l'l\ et donne les points (/J', p) et {p\ p^). 

En p et p^y la projection horizontale de l'intersection est tan- 
gente à la circonférence de contour apparent o delà sphère. 

7* Points appartenant au contour apparent horizontal du 
cône s^ et 5^1. 

Construisons en premier lieu la projection verticale des 
génératrices du cône projetées horizontalement en s^*et s^j. 

Pour ceJa, il suffit de remarquer que p et p^ sont les projec- 
tions horizontales des points où ces génératrices coupent l'équa- 
teurde la sphère (w, «') inscrite dans le cône. Ces points sont, 
par suite, projetés verticalement à l'intersection p' de la ligne 
de rappel pp, et de la parallèle à LT menée par w', et «'P' est la 
projection verticale cherchée. 5'P' coupe le contour apparent 
vertical de la sphère en e' et e\ ; prenons pour sphère auxi- 
liaire celle qui détermine dans la sphère donnée (o, o') le cercle 
projeté verticalement suivant la droite e'e\. Cette sphère auxi- 
liaire a pour centre le point projeté verticalement à l'intersec- 
tion c' de ^'cu'et de la perpendiculaire menée à e'e\ en son milieu. 
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Elle détermine dans le c^ne deux parallèles projetés verticale- 
ment en ff^ et h*h\ ; ff^, et h'h\ coupent e'ef^ en r' et y' qui 
fournissent r et ; sur s^, r^ et q sur s^,. 

En r et 9, la projection horizontale de l'intersection est tan- 
gente à 5p ; en r^ et q, elle est tangente à s^^, 

8^ Points pour lesquels la tangente est située dans un plan de 
profil. 

Première méthode, — Nous avons démontré (5) que, quand 
deux surfaces S et S, sont inscrites Tune dans l'autre, si on les 
coupe par une troisième surface S^ qui rencontre leur courbe 
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de contact D, les lignes d'intersection G et G^ de la surface S, 
avec les surfaces S et S^ sont tangentes entre elles aux points 
où elles rencontrent la ligne de contact D. 

Il résulte de là que toute sphère auxiliaire 0^ inscrite dans le 
cône S coupe la sphère donnée suivant une circonférence dont 
la projection verticale d'e' (fig. 34) fournit à la fois un point n' 
de la projection verticale de V intersection cherchée et la tan- 
gente d'e' en ce point. 

En eâTet, d après le théorème que nous venons de rappeler, 
l'intersection de la sphère et du cône S» et l'intersection des 
deux sphères et O^, c'est-à-dire la circonférejQce DE, sont tan- 
geatea entjpe elles a^i point N où elles rpjir.nnlrftnt la circonfé- 
rence de contact FG de la sphère 0^ et du cône S ; l'intersection 
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cherchée et la circonférence DE ont donc même tangente en N. 
Or, la tangente en ce point à la circonférence DE, dont le plan est 
perpendicalaire au plan vertical, est projetée verticalement 
suivant ^e\ donc d!e^ est aussi la projection verticale de là 
tangente eh N à Tintersection de la sphère et du cône S. 

Gela posé, observons que cf'e' est perpendiculaire à o*o\ ; or, 
pour les points cherchés, la projection verticale de la tangente 
ost perpendiculaire à la ligne de terre ; donc, pour les obtenir 
(fig. 33), il faut considérer la sphère auxiliaire inscrite dont le 
centre est projeté verticalement au point de rencontre ^\ de «V 
avec la parallèle à LT menée par o'. Le rayon de cette sphère 
inscrite est égal à (o' j' ; le parallèle de contact JJ^ coupe la cir- 
conférence d'intersection 4^4^! des. deux sphères et ÛJ aux 
points cherchés (u',)') et (u', u^^. 

Seconde méthode. — On peut arriver au même résultat par les 
considérations suivantes ; 

La projection verticale m't' de la tangente en M est perpendi- 
culaire à la projection verticale o'i' de la ligne de front du plan 
normal située dans le plan du méridien principal de la sphère. 

Pour les points cherchés, la projection verticale de la tan- 
gente étant perpendiculaire à LT, la projection verticale de la 
ligne de. front correspondante du plan normal est parallèle 
à LT ; donc, cette ligne de front est projetée verticalement 
suivant o'a>'|, et le point a>'| est la projection verticale du pied 
de la normale aux points cherchés. Il résulte de là que ces 
points appartiennent au parallèle du cône projeté verticalement 
suivant fj\ fj' étant le pied de la perpendiculaire menée de 
tù\ à s^a!) et Ton est ramené à la construction fournie par la 
première méthode. 

9® Points doubles de la projection horizontale. 

Le plan diamétral conjugué des cordes verticales dans la 
sphère est le plan de Téquateur, et le plan diamétral conjugué 
de ces mêmes cordes dans le cône est le plan qui détermine les 
génératrices de contour apparent horizontal, c*est-à-dire le 
plan mené par s^e' perpendiculairement au plan vertical. Les 
points doubles x et X{ de la projection horizontale de Tinter- 
section appartiennent donc à la ligne de rappel du point x' 
commun à b*b\ et «V. 

10* Directrice, foyer et sommet de la projection verticale. 
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Nous avons démontré (II* vol., 2* fasc, n^ i36) que Tinter- 
section de deux surfaces du second degré et de révolution, dont 
l'une est une sphère, se projette, sur le plan déterminé par le 
centre de la sphère et Taxe de la seconde surface suivant une 
parabole. L'équation (G) montre d'ailleurs immédiatement que 
l'axé de cette parabole est perpendiculaire à l'axe de la seconde 
surface. 

Il résulte de là que Vaae de la parabole b'aV est perpendicu- 
laire à s'(i>' ; et, par suite, les droites telles que g'g'^ sont des 
diamètres. 

Cela posé, les tangentes a'y et u'^f^ étant rectangulaires, le 
point 4^' appartient à la directrice qui est, par suite, la perpendi- 
culaire 4^'^' à g^g\» La corde des contacts aV des tangentes 
rectangulaires a'^* et u'^' passe par le foyer qui est le pied ç' de 
la perpendiculaire menée de ^' à aV. Le sommet est alors le 
point y' milieu de la distance de 7' à 4^V. 

Données numéFi«ines« 

Dans un cadre de 270"" sur 430 ""*, placer LT parallèlement 
aux pelits côtés et à "210"" du côté supérieur; prendre la ligne 
de rappel 00* à 125"" du côté de gauche. 

Sphère. — Le rayon de la sphère est 75"" (cote du centre) ; 
Téloignement de son centre est 110"". 

Cône. — Prendre as =1 120"". ' 

Titre extérieur : Intersection de surfaces. 

Titre intérieur: Cône et sphère. 

30. Deuxième méthode* 

Nous avons prouvé (29-8**) que toute sphère inscrite dans le 
cône coupe la sphère donnée suivant une circonférence dont 
la projection verticale fournit à la fois un point de la projection 
verticale de l'intersection cherchée et la tangente en ce point. 

Il est alors avantageux d'employer, comme sphères auxi- 
liaireSy des sphères inscrites dans le cône (fîg. 35). 

La sphère auxiliaire dont le centre est projeté verticalement 
eh t', par exemple, fournit m' et la tangente e'e\ en ce point à la 
projection verticale de l'intersection. 

Si l'on observe que eV, est perpendiculaire à o'i'y il est facile 
de déterminer le point de la projection verticale pour lequel la 
tangente est parallèle à une diî'ection donnée d'd\. Il suffit de 
mener de 0' une perpendiculaire à d'd\ et de prendre pour 
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sphère inscrite celle dont le centre est projeté verticalement au 
point t' où cette perpendiculaire coupe 5'ci>'. 

La sphère inscrite dont le centre est projeté en (i>'|, o'iù\ étant 
.parallèle à LT, fournit le point u' de la projection verticale pour 
lequel la tangente est perpendiculaire à LT. 

Pour déterminer le sommet de la parabole b'a!c\ il suffirait de 
remarquer qu'en ce point la tangente à la parabole est perpen- * 
diculaire à h'h\ et, par suite, parallèle à s'tù* ; on serait alors 
conduit à prendre pour sphère auxiliaire, celle dont le centre 
est projeté verticalement au pied h! de la perpendiculaire menée 
de o' à «V ; toutefois, à cause des données particulières du pro- 
blème, il vaut mieux ici, pour éviter la confusion, appliquer la 
méthode donnée au numéro précédent (10®). 

Observons enûn que la sphère auxiliaire inscrite dont le 
centre est projeté en i'j sur la perpendiculaire c-i\ à «'c', fournit 
la tangente c'c\ en c' à la parabole b*a!c\ On obtient, d'une 
manière analogue, la tangente b*b\ en b'. 

Nous avons représenté le solide commun au cône et à la 
sphère. 

3t. Troisième méthode. 

On pourrait encore prendre, pour sphères auxiliaires, des 
sphères ayant pour centre commun le sommet (5,s') du cône (fîg. 36). 

La sphère dont le rayon est égal à s'd' fournit les points 
m\ m) et m', iw^). 

3)S. Problème. — Déterminer V intersection d'un cône de 
révolution et d'une sphère (fig. 37). 

La sphère est tangente au plan horizontal en (a, a^). L'aune des 
génératrices du cône est située dans le plan horizontal et passe 
par le point (a, a') ; la seconde génératrice contenue dans le plan 
vertical as passe par V extrémité 6 du diamètre horizontal de la 
sphère situé dans ce plan. 

1® Surfaces auxiliaires» 
. Observons tout d'abord que, le plan vertical as étant un plan 
principal commun aux deux surfaces, il est avantageux, au 
point de vue de la simplicité des constructions, de prendre ce 
plan pour plan vertical de projection auxiliaire L'T'. 

Sur le plan vertical L'T^, le contour apparent de la sphère 
est la circonférence de centre o'^ et de rayon o\o ■=. o^a\ Le 
contour apparent du cône se compose de la droite as et de la 
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droite sb^^t^^. La bissectrice «w'j de l'angle c\sa est la projection 
verticale de Taxe du cône sur le plan L'T'. 

Gela posé, nous emploierons comme surfaces auxiliaires des 
^phires ayant pour centre un point quelconque de V axe [sa, 5w',). 



j^j.ôô 




^Zr -^'- vT '" 



2* Contours apparents du cône. 

Considérons la sphère inscrite ayant pour centre le point 
(a>'j, fi>) ; son rayon est co'iO). Les tangentes s^ et s^, au contour 
apparent horizontal de cette sphère forment le contour appa- 
rent horizontal du cône ; les tangentes «'a' et «'a' au contour 
apparent vertical <<i>' de la sphère inscrite constituent le contour 
apparent vertical du cône. 

3* Détermination d'un point quelconque de V intersection. 

Du point w'„ comme centre avec un rayon quelconque ^'ig\ 
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décrivons une circonférence. Celte circonférence peut être con- 
sidérée comme le contour apparent, sur le plan vertical W^ 
d'une sphère auxiliaire qui détermine dans le cône deux 
parallèles projetés verticalement suivant les deux droites g\g\ 
et h\h'^y et, dans la sphère donnée, un parallèle projeté ver- 
ticalement en k\k'^ et horizontalement selon la circonfé- 
rence k^k^. 

Le point m\ commun aux deux droites g\g^i et A:^^',, est la 
projection verticale auxiliaire de deux points de Tintersection 
projetés horizontalement aux points d'intersection m et ^ de 
la circonférence k^k^ avec la perpendiculaire menée de m\ 
à L'T'. 

En prenant, à partir de LT, sur les lignes de rappel des 
points m et {i, des longueurs égales à la distance de m\ à L'T', 
on obtient m' et |i.'. 

On construit, d*une manière analogue, les projections {n,n'} 
et (v, v') des deux points de l'intersection projetés verticalement 
en n\ sur le plan auxiliaire J^'T'. 

La tangente en Tun de ces points s'obtiendrait comme au 
problème précédent. 

4® Points situés sur le contour apparent horizontal du cône. 

Pour obtenir les points de l'intersection situés sur les géné- 
ratrices du cône projetées horizontalement en s^ et s^^, il faut 
construire en premier lieu la projection verticale auxiliaire de 
ces génératrices sur le plan L'T'. Pour cela, il suffit (29-7®) de 
mener la perpendiculaire ^^j à L'T' jusqu'à sa rencontre en ^\ 
avec la parallèle à L'T' menée par <ù\ et de joindre s^^. 

En élevant une perpendiculaire à e\e\ en son milieu, et en 
décrivant une circonférence ayant e', pour centre et i\e\ pour 
rayon, on obtient W^ et t\ aux points de rencontre de «p', avec 
l\l\ et q^q'i (se reporter au n** 29 pour plus de développements). 
On en déduit r et ^ sur «p, p et 6 sur s^, ; puis, r' et p', /' et 6'. 
En r et t, la projection horizontale de l'intersection est tangente 
à 5^ ; en p et Ô, elle est tangente à sp^. 

5* Points situés sur le contour apparent vertical du cône. 

On a déjà le point (a', a) qui appartient à la génératrice 
{sa, s'a'). Pour déterminer les points situés sur la génératrice 
du cône projetée verticalement en s'af^ on construit la projection 
horizontale sa de cette génératrice, puis sa projection verti- 
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cède 5a\ sur le. plan auxiliaire L'T'. On obtient, par une con- 
struction analogue à la précédente (4o) et que l'épure indique 
suffisamment, les points f^ et d\ sur 5«\ ; on en déduit feid 
sur iflt, puis, f et d' sur s'a'. 

En f et d'i la projection verticale de Tintersection est tan- 
gente à s'a'. L'intersection étant syn^étrlque par rapport au 
plan vertical sa, les points (/*, f) et (d, d') fournissent immédia- 
tement (<p, <p') et (8, 8'). 

6** Points pour lesquels la tangente est horizontale. 

Ce sont les points projetés verticalement en a, b\ et c\ sur le 
plan vertical auxiliaire L'T' ; de a, b\ et c\ on déduit (a, «'), 
{b, b') et (c, c'). 

7* Points pour lesquels la tangente est dans un plan perpen- 
diculaire à L'T'. 

Les développements précédents (29-8*) montrent qu'il suffit 
de considérer la sphère auxiliaire inscrite dans le c6ne et dont 
le centre est projeté, sur le plan L'T', au point d'intersection i\ 
de S(ù\ avec la parallèle à L'T' menée, par le point o\. On obtient 
ainsi ti',, et la projection horizontale du parallèle de la sphère 
dont la projection verticale passe par u\ fournit u et u ; on en 
déduit u' et u'. En u et u, la projection horizontale de Tinter- 
section est tangente à la droite u\). 

8* Points situés sur le contour apparent horizontal de la 
sphère. 

On prend pour sphère auxiliaire celle dont le centre est pro- 
jeté, sur le plan L'T', en w'^ et dont le rayon est fà\b\. On 
obtient ainsi p\ sur b'^b'^ ; on en déduit f; et ic sur la circonfé- 
rence o6, puis, p' et V sur o'b'. En p et ic, la projection horizon- 
tale de rintersection est tangente à la circonférence ob. 

9" Points appartenant au contour apparent vertical de la 
sphère. 

Les points de l'intersection déjà déterminés permettent d'en 
tracer la projection horizontale. Les lignes de rappel des 
points x et y où cette projection coupe la projection horizon- 
tale oz du méridien principal de la sphère fournissent a/ et y' 
sur le contour apparent vertical. En x' et y', la projection verti- 
cale de rintersection est tangente à la circonférence o'. 

L'épure a été ponctuée en supposant que le cône existe seul et 
en supprimant la partie comprise dans la sphère. 
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Remarque. — On aurait pu, comme au n** 30, prendre pour 
sphères auxiliaires des sphères inscrites dans le cône, 

Données numériques. 

Dans un cadre de 270""^ sur 430""», on placera la ligne de 
terre parallèlement aux petits côtés et à 180""™ du côté supérieur. 
On prendra la ligne de rappel oo^ à 130"»°* du côté de droite ; la 
cote du centre vaut 75"" (rayon de la sphère) et son éloigne- 
ment 150"". L'angle saz est égal à 30^ et Ton suaszn 120"". 

Titre extérieur : Intersection de surfaces. 

Titre intérieur : Cône et sphère. 

33. Problème. — Une sphère dont le rayon est 0",07 
est tangente aux deux plans de projection {Vig, 38), 

Soient A le point le plus haut de la sphh^e et B Vune des 
extrémités du diamètre parallèle à la ligne de terre. 

On demande de trouver Vintersection de cette sphère et du cône 
engendré par la verticale du point A tournant autour de AB, 
On représentera la, sphère en supposant enlevée la partie située 
dans rintérieur du cône (Concours d'admission à l'École cen- 
trale — 1872. 2« session). 

V Contours apparents du cône. 

Le contour apparent du cône sur le pian vertical se compose 
de la droite a'o'c' et de la droite a'd* symétrique de a'c' par 
rapport à a!b' ; a'd' est tangente à la circonférence o' en a'. 

Sur le plan horizontal, le contour apparent se réduit au 
pointa. 

2^ Surfaces auxiliaires. 

Nous couperons les deux surfaces par des sphères ayant pour 
centre commun le sommet A du cône (31). 

Nous conseillons au lecteur de résoudre la question à l'aide 
de sphères inscrites dans le cône, en se reportant aux explica- 
tions que nous avons données au n^ 30w 

3® Détermination d'un point quelconque de Vintersection. 

Une sphère auxiliaire quelconque a pour contour apparent 
sur le plan vertical une circonférence e'e\f décrite du point a' 
comme centre, dette sphère détermine dans la sphère et dans 
le cône les parallèles projetés verticalement suivant les droites 
e'P et e\fi. Le point m', commun à ces deux droites, est la pro- 
jection verticale de deux points de l'intersection projetés horizon- 
talement en m et m^ sur la circonférence oe. 

6 
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La projection verticale de Tintersection est une parçbol^ 
voir notre Cours, !!• vol., 2* fasc, n* 136). 

4® Tangente à V intersection en {m, 'm). 

La normale à la sphère en (wï, m') est {om, o'm') et la normaJe 
au cône est [m!i', mi). Le plan de Téquateur de la sphère coupe 
le plan normal OMI suivant la droite [o'k!, ok)j donc la projection 
horizontale de la tangente en (m, m!) est la perpendiculaire m/ à 
ok ; sa projection verticale est la perpendiculaire m'tf à la droite 
oV, projection verticale de la ligne de front du plan normal 
située dans le plan du méridien principal de la sphère. 

5* Points situés sur les contours apparents verticaux de la 
sphère et du cône. 

Ce sont les points a' et c'. En {a',a)f la tangente à Tintersec- 
tion est la génératrice du cône tangente à la sphère ; le point a 
est un point de rebroussement de la projection horizontale de 
l'intersection. En {c\c)y la tangente à l'intersection est la 
droite c^o; la tangente en c' à la projection verticale de Tinter- 
section s'obtiendrait par la construction connue (voir notre 
Cours, II» vol., 2« fasc, n^ 124), 

6° Points appartenant au contour apparent horizontal de la 
sphère. 

Ce sont les points (n', n) et (n', n^) fournis par la sphère auxi- 
liaire dont le rayon est égal à a'b'. 

7" Points pour lesquels la tangente est dans un plan de profil. 

Les développements donnés aux n" 29-8* montrent qu'il faut 
prendre pour sphère auxiliaire la sphère inscrite dans le cône 
et ayant pour centre le point de l'axe projeté verticalement en b'; 
elle fournit les points (u', u) et (u' u^). 

8* Sommet de la projection verticale. 

L*axe de la parabole aVc' est perpendiculaire à a'b' (29-10o) ; 
c'est donc la perpendiculaire à la corde a'u' en son milieu <p'. Cette 
perpendiculaire passe par le point y' ; or, les tangentes g' a' et g'u' 
j^ont rectangulaires, donc le point g' est le pied de la directrice 
Rur Taxe de la parabole et, par suite, le sommet est le point 
milieu j/ de g'ff'. 

Données numériques» 

Cadre : 270" sur 430"". Placer LT parallèlement aux petits 
côté!^ du cadre et à 225"" du côté supérieur. Prendre la ligne de 
rappel oo' à 115"" du côté de gauche. 
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Titre intérieur : Intersection de surfaces. 

Titre extérieur : Cône et sphère. 

34i. Problème. — Représenter le solide couimun à une 
sphère et à un cône définis de la manière suivante : 

La sphère est inscrite, dans un cube ayant 15 centimètres de 
côté; la base inférieure du cube est dans le plan horizontal de 
projection et la face postérieure dans le plan vertical. 

Le cône est de révolution; il est tangent au plan horizontal; 
son sommet est le centre de la face du cube située dans le plan 
horizontal, et son axe passe par le sommet appartenant à Vinter- 
section de la face supérieure et de la face antérieure, et situé à 
droite (Concours d admission à TÉcole polytechnique — 1869). 

!• Contours apparents du cône (fig. 39). 

Observons, en premier lieu, que le plan vertical qui passe par 
l'axe du cône étant un plan principal commun aux deux sur- 
faces, il est avantageux, au point de vue de la simplicité des 
constructions, de prendre ce plan pour plan vertical de projec- 
tion auxiliaire L'T'. 

Le contour apparent de la sphère sur le plan L'T' est la cir- 
conférence o\o. Le contour apparent du cône, sur ce même plan, 
se compose de la droite sa et de la droite sc^^ symétrique de sa 
par rapport à la projection verticale auxiliaire S7.\ de Taxe 
du cône. 

L'angle au sommet du cône, asc\y étant obtus, le cône n'a pas 
de contour apparent sur le plan horizontal. Son contour appa- 
rent sur le plan vertical s'obtient en considérant une sphère 
auxiliaire inscrite dans le cône, celle qui a pour centre le point 
(a', a), par exemple. Le contour apparent vertical de cette sphère, 
qui est tangente au plan horizontal, est la circonférence de 
centre a! et de rayon a'y' ; donc le contour apparent vertical du 
cône se compose des deux tangentes «Y et s'S' à la circonfé- 
rence ay. 

2* Surfaces auxiliaires. 

Nous emploierons des sphères ayant pour centre commun le 
sommet (s, s') du cône, 

3o Détei^mination d'un point quelconque de l'intersection. 

Une sphère auxiliaire quelconque a pour contour apparent, 
sur le plan vertical L'T', une circonférence d'^f^e'^g*^ décrite du 
point s comme centre. Cette sphère coupe la sphère donnée sui- 
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vant un parallèle projeté verticalement selon la droite d\é^, et 
détermine dans le cùne un parallèle projeté Verticalement sui- 
vant f ^g\> Les points communs à ces deux parallèles appar- 
tiennent à l'intersection cherchée ; ils sont projetés sur le 
plan L'T'enp'j, et horizontalement en p et y, sur la circonfé- 
rence oe projection horizontale du parallèle de la sphère; les 
projections verticales />' et y' sont à des distances de LT égales 
à 'Kpy 

La sphère auxiliaire dont le rayon est oh fournit, d'une ma- 
nière analogue, les points (m, m') et (w, n') : les distances de m* 
et n' à LT sont égales à [/.m'i- 

4** Tangente à V intersection en (iw, m!), 

La trace, sur le plan vertical L'T', du plan normal en (m, m^) 
aux deux surfaces est o\h\ ; donc la projection verticale auxi- 
liaire de la tangente cherchée est la perpendiculaire fn\t!^ à 
o\h\, La trace horizontale de cette tangente appartient à la 
trace horizontale eP du plan tangent à la sphère en (m, m'), c'esl 
donc le point et, par suite, les projections de la tangente sont 
6m et ^'in\ 

5° Points situés sur le contour apparent horizontal de la sphère. 

On considère la sphère auxiliaire dont la projection verticale, 
sur le plan L'T', est la circonférence k'I'a, Elle fournit deux 
points projetés sur le plan L'T' en o\ (il est facile de le démon- 
trer) ; ces points sont projetés horizontalement en r et w, extré- 
mités du diamètre perpendiculaire à oa, et verticalement en r' 
et w'. 

6° Points appartenant au contour apparent vertical de la 
sphère. 

Ce sont les points communs au méridien principal de la sphère 
et aux génératrices du cône situées dans ce plan méridien. Pour 
construire ces génératrices, observons qu'elles sont tangentes à 
la circonférence déterminée dans la sphère inscrite (aa'j, «Y) par 
le plan du méridien principal sv. Cette circonférence est projetée 
verticalement suivant la circonférence a'u', donc les génératrices 
cherchées sont projetées verticalement suivant les tangentes sT 
et «y à la circonférence aV; et les points s', x^ et y', communs 
à la circonférence o' et aux droites s'i' et s'/, sont les projections 
verticales des points cherchés; les lignes de rappel des points s\ / 
et y fournissent s, x et y. 
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Observons que, rinterseclion étant symétrique par rapport au 
méridien à 45'* sa, on déduit aisément des points (a?', x) et (y', y) 
les points de l'intersection {x^, x^^) et (y^, y\) situés dans le méri- 
ciîen de profil. 

7° Points situés sur le contour apparent vertical du cône. 

On connaît le point (s', s). Pour obtenir le point situé sur s'8', 
on commence par construire la projection horizontale de la 
génératrice qui se projette yerticalement suivant «'8' ; et, pour 
cela, il suffit de remarquer que cette génératrice touche la sphère 
inscrite (a'y', aa',) en un point projeté verticalement en 8' et hori- 
zontalement en 8 sur la parallèle a8 à LT : 58 est la projection 
horizontale cherchée. 

Gela fait, on construit directement le point d'intersection delà 
droite (s'8', s^) avec la sphère. A cet effet, rabattons le plan ss'i' 
sur le plan du méridien principal de la sphère ; le cercle déter- 
miné dans la sphère par le plan ««'8' se rabat en s'z^w*, la géné- 
Irice («'8', sh) se rabat en s'A^ (on a pris : 8'A'j 1= ^^K), donc le 
point Zj est le rabattement du point cherché qui se projette par 
suite, verticalement, en z'. 

8* Points pour lesquels la tangente est horizontale. 

Ce sont : le point («', s) et le point projeté en c\ sur le plan \JT ; 
ce dernier point se projette horizontalement en c, sur sa, et ver- 
ticalement en c' à une distance de LT égale à cc\. La projection 
horizontale de la tangente en (c, c') est perpendiculaire à sa et sa 
projection verticale est parallèle à LT. 

9** Points pour lesquels la tangente à Vintersection est dans un 
plan perpendiculaire à W. 

Nous avons vu (32-7*) qu*on les obtient en prenant pour 
sphère auxiliaire la sphère inscrite dont le centre est projeté 
verticalement, sur le plan L'T'i au point a', situé sur la parallMe 
à L'T', menée par o\ ; les points cherchés sont ((p, 9') et (v, v'). 

Le point s est un point de rebroussement de première espèce 
de la projection horizontale de l'intersection ; la tangente en ce 
point est Taxe de symétrie sa. Le point s' est un point de rebrous- 
sement de seconde espèce de la projection verticale ; la tangente- 
en ce point est s'b'. 

Remarque. — Au lieu d'effectuer un changement de plan, 
on pourrait faire tourner les deux surfaces autour de la verticale 
lo's\ os) jusqu'à rendre Taxe du cône parallèle au plan vertical. 
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Données numériques. 

Dans un cadre de 270"" sur 430"", placer LT parallèlement 
aux petits côtés et à 180"" du côté supérieur; prendre la ligne 
de rappel oo^ à 140°" du côté de gauche. 

Titre extérieur : Intersection de surfaces. 

Titre intérieur : Cône et sphère. 

3S. Problème. — On donne une sphère de 0",08 de rayon 
et dont le centre est situé dans le plan horizontal de projection à 
0",16 en avant de la ligne de terre. 

Dans le grand cétcle horizontal^ on mène une corde CD per- 
pendiculaire à la ligne de terre et égale au côté du carré inscrit. 

Sur le diamètre COC, on prend de part et d'autre du centime 
deux longueurs OA et OB égales à 0",05; enfin^ on projette 
les points ketB en et et ^ sur la corde CD. 

On demande de représenter la sphère en supprimant la partie 
de ce corps comprise dans le tronc de cône que le trapèze Aa^B 
engendre en tournant autour de ap (Concours d*àdmission à 
l'École centrale — 1873). 

1** Contours apparents du tronc de cône (fig. 40). 

Sur le plan horizontal, le contour apparent du tronc de cône 
se compose de la droite AB et de la droite A,Bi symétrique de 
A6 par rapport à CD. Il résulte d'ailleurs des données que la 
génératrice CAj Bj du cône auquel appartient le tronc de cône 
est tangente à la sphère en C. 

Le tronc de cône n'a pas de contour apparent sur le plan 
vertical, puisque la perpendiculaire au pian vertical menée par 
le sommet est à l'intérieur du cône. 

2° Surfaces auxiliaires. 

Nous emploierons des sphères inscrites dans le cône BCB^. Le 
lecteur pourra s'exercer à résoudre le problème en prenant des 
sphères auxiliaires ayant pour centre commun le sommet G du 
cône. 

3* Détermination d'un point quelconque de V intersection. 

La sphère inscrite dans le cône et dont le centre est en A, par 
exemple, touche le cône suivant le parallèle projeté horizonta- 
lement selon la droite eftl détermine dans la sphère une circon- 
férence projetée suivant la droite ej^. Le point m, commun aux 
deux droites ef et e^^, est la projection horizontale de deux 
points de l'intersection cherchée. De plus, la droite e/, est la 
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tangente en m à la projection horizontale de cette intersection 
(5**); cette projection est d'ailleurs un arc de parabole. 

La ligne de rappel du point m fournit m^ et m\ sur la circon- 
férence e^f projection verticale du parallèle du cône. 

4* Tangente en (m, m!). 

En [m, m!), la normale au cône est (Am, h'm!) et la normale à 
la sphère (om, o'm'). Le plan de front qui passe par le centre de 
la sphère coupe le plan normal en (w, m!) aux deux surfaces 
suivant, la droite [oi, o'i'), donc la projection verticale de la 
tangente est la perpendiculaire mit' à o'i', 

5® Points remarquables de V intersection. 

Ce sont : 

1* Les points (p, jo'), (p, p\) et {q, q'), (y, y'j) situés sur les 
parallèles limites AA, et BBj, et déterminés, les deux premiers 
au moyen de la sphère inscrite qui touche le cône suivant le 
parallèle AA^, les deux derniers à laide de la sphère inscrite au 
cône suivant le parallèle BB,. 

Nous avons construit la tangente à Tintersection en (j, q^)\ sa 
projection horizontale est la corde rr^ commune à la circon- 
férence et à la circonférence de centre k et de rayon ^B^, et sa 
projection verticale est la perpendiculaire q'r* à la projection 
verticale o^' de la ligne de front du plan normal OKQ située 
dans le plan du méridien principal de la sphère. 

2** Les points (u, u') et (u, u\) pour lesquels la tangente est 
dans un plan de profil. On les obtient en prenant pour sphère 
auxiliaire la sphère inscrite dont le centre est le point n de Taxe 
sa situé sur la parallèle à LT menée par le centre o de la sphère 
(29-8°). Cette sphère inscrite détermine dans la sphère une 
circonférence projetée horizontalement suivant la perpendicu- 
laire vv^ à LT et qui coupe le parallèle de contact [xx^y oV) du 
cône et de la sphère auxiliaire aux points cherchés (w, u') et 
(w, u\), 

3** Les points (n', n) et (n',, n) appartenant au méridien prin- 
cipal de la sphère et détermines en prenant pour surface auxi- 
liaire le plan du méridien principal. 

4° Le sommet de la parabole projection horizontale de Tin- 
tersection. L'axe de cette parabole est perpendiculaire à CD 
(29-10*); or, la tangente vu, en u est parallèle à CD, donc le 
sommet de la parabole est le point u. 
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Données numériques. 

Dans un cadre de 270"" sur 430"", on placera la ligne dt» 
terre parallèlement aux petits côtés et à 135"" du côté supé- 
rieur; on prendra la ligne de rappel o'o à 100"" du côté de 
gauche. 

Titre extérieur : Intersection de surfaces. 

Titre intérieur : Cône et sphère. 

36« Problème. — Déterminer l'intersection d'un côfie de 
révolution et d'une sphère {fîg. 41). 

Le centre de la sphère est projeté en [o,o')] les points o et o' 
sont à 100"" de la ligne de terre. 

Le rayon de la sphère a 90"" de longueur; la surface conique 
de Ventaille est engendrée par la droite (ab, a^b') qui tourne 
autour de l'axe {cdy c'd'). 

Ces deux droites sont dtins le plan mené par le centre de la 
sphère parallèlement au plan vertical de projection. Pour les 
déterminer, on donne les dimensions suivantes : 



oa=:60"", o6=:30"", o'^' = 30"", oVzzzio 



111^ 





(Concours d admission à l'Ecole polytechnique — 1866.) 

1° Contours apparents du cône. 

Le contour apparent du cône sur le plan vertical se compose 
de la droite s'a'b' et de la droite s'fji\ symétrique de s'a'V par 
rapport à c'd'. 

Pour obtenir le contour apparent sur le plan horizontal, il 
suffit d'inscrire dans le cône une sphère quelconque, celle qui a 
pour centre [d\ d), par exemple, et de mener au contour 
apparent horizontal de cette sphère les tangentes 5^ et s^,. 

2o Surfaces auxiliai7*es. 

Nous prendrons des sphères ayant pour centre un point 
quelconque de Taxe {s'd', sd) du cône. 

3° Détermination d'un point quelconque de V intersection. 

Une sphère ayant son centre en (c', c) et de rayon c'g^ déter- 
mine dans la sphère donnée un parallèle projeté verticalement 
suivant la droite ^'^'j. Elle détermine dans le cône un parallèle 
projeté verticalement suivant la droite k'k\\ le point m\ 
commun aux deux droites g'g\ et k'k\, est la projection verticale 
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de deux points de rintersection projetés horizontaleinent en m 
et m| sur la circonférence o^^. 

40 Tangente en fm, m'). 

La normale à la sphère en (m, m') est {om, o'm!) et la normale 
au cône est [m'V^ ml). Le plan de Téquateur de la sphère coupe 
le plan normal OML suivant la droite (o'/ , oj) ; donc la projection 
horizontale de la tangente cherchée est la perpendiculaire mt 
à oj. Le plan du méridien principal de la sphère coupe le plan 
normal suivant (o7', ol) : la projection verticale de la tangente à 
l'intersection en (m, m!) est la perpendiculaire m't' à o'I', 

50 Points situés sur le contour apparent horizontal de la 
sphère. 

On prend pour sphère auxiliaire la sphère ayant son centre 
en {c'y c) et pour rayon c'i'. On obtient ainsi les points {p', p) et 
(p', /?,). En p et p,, la projection horizontale de l'intersection est 
tangente à la circonférence oi, 

6** Points appartenant aux contours apparents verticaux de la 
sphère et du cône. 

Ce sont les points {a, a') et (ô, b'). En chacun des points (a, a') 
et (b'y ô), la tangente à l'intersection est perpendiculaire au plan 
vertical. Si Ton veut la tangente en b' à la parabole a'm'b' 
projection verticale de Tintersection, on mène la perpendiculaire 
b'b\ à s'b', puis, la perpendiculaire b'^' à o'b\. 

La tangente en a' est la perpendiculaire a'^\ à o'a\. 

7» Points situés sur le contour apparent horizontal du cône. 

Les génératrices du cône projetées horizontalement ensp et s^j 
se projettent verticalement suivant s'^'. 

La sphère auxiliaire ayant son centre en z\ sur la perpendi- 
culaire élevée ke'e\ en son milieu, et pour rayon eV, fournit les 
points cherchés (y', q) et {q'y q^^ (?•', r) et (r\ rj. 

8« Points pour lesquels la tangente est horizontale. 

Le principe déjà appliqué au n® 34 (8°) montre qu'il faut 
prendre pour sphère auxiliaire la sphère inscrite dans le cône et 
ayant son centre au point projeté verticalement en c' sur la 
perpendiculaire à LT menée par le point o'. 

Les points cherchés sont (v', v) et (v', v^). En ces points, l'in- 
tersection est tangente au parallèle VV, déterminé par la sphère 
O dans la sphère cV inscrite dans le cône. 

9* Points pour lesquels la tangente est de profil. 
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Le même principe indique qu'il faut considérer la sphère 
inscrite dans le cône et dont le centre est projeté verticalement 
en </'. Elle fournit les points cherchés {x', x) et (x', a:,). 

10* Points situés sur les génératrices du cône tangentes à la 
sphère. 

Considérons le cône circonscrit à la sphère et ayant môme 
sommet {s', s) que le cône donné. Le contour apparent vertical 
du cône circonscrit se compose des tangentes «Y et «Yi à la 
circonférence de contour apparent vertical o'i' de la sphère. 
«Y étant à Textérieur de l'angle b's'h\ (formé par les généra- 
trices de contour apparent vertical du cône donné) et «Yi à l'in- 
térieur de cet angle, on reconnaît immédiatement que les deux 
cônes se coupent et que, par suite, le cône donné a des généra- 
trices tangentes à la sphère. 

Pour les déterminer, coupons les deux cônes par la sphère 
auxiliaire de centre {s's) et de rayon «Y- Cette sphère détermine 
dans le cône circonscrit un parallèle projeté verticalement 
suivant la droite yV/, et, dans le cône donné, un parallèle projeté 
verticalement selon 8'8/. Les points communs à ces deux paral- 
lèles, (y', y) et (y', y,), sont les points de contact des généra- 
trices du cône donné tangentes à la sphère. 

Les génératrices limites, c'est-à-dire tangentes à la sphère, 
sont tangentes à Vintersection des deux surfaces. 

En effet, les plans tangents, en (y, y'), au cône et à la sphère 
se coupent suivant la génératrice (sy, s'y'). 

Ainsi en y', la projection verticale de l'intersection est tan- 
gente à s'y', et en y et y^ la projection horizontale de l'inter- 
section est tangente aux deux droites sy et 5y,. 
11° Points doubles de la projection horizontale. 
Les plans diamétraux conjugués des cordes verticales dans la 
sphère et dans le cône sont les plans perpendiculaires au plan 
vertical menés par o'i' et s'?^'. Il résulte de là que les points dou- 
bles de la projection horizontale de l'intersection appartiennent 
à la ligne de rappel du point p' (1-6°). 
I>oiiiiées numépiques. 

Dans un cadre de 300»» sur 480"", placer LT parallèlement 
aux petits côtés du cadre et à 200»» du côté inférieur; prendre 
la Hgne de rappel oo' à 135»» du côté de gauche. 
Titre extérieur : Intersection de surfaces. 
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Titre intérieur : Sphère entaillée par un cône. 
3*7. Secionde méthode. 

On peut employer comme surfaces auxiliaires des sphères in- 
scrites dans le cône. La figure 42 est facile à lire en se reportant 
aux développements que nous avons donnés au n® 30. 

En particulier, si Ton veut déterminer le sommet de la pro- 
jection verticale, on considérera la sphère inscrite dont le centre 
est projeté verticalement au pied o\ de la perpendiculaire 
menée du point o' à s'd'. On obtient ainsi le point g' ; la tangente 
au sommet g' est la corde e'e\ commune aux deux circonférences 
o' et o\ ; Y axe de la parabole est P'P'|. Les tangentes en v' et ar' 
étant rectangulaires, la corde vV passe par le foyer qui est, par 
suite, le point commun à la corde v'x' et à Taxe P'^V 

Observons encore que, pour obtenir la tangente en a\ il suffît 
de considérer la sphère inscrite dont le centre est projeté verti- 
calement en a\ : a' a\ étant perpendiculaire à s'a'\ la corde a7', 
commune aux deux circonférences a\a' et o', est la tangente en 
o' à la parabole a'v'x'b', La tangente en b' se construit d'une 
manière analogue ; c'est la droite b'k\ 

Nous avons représenté le c6ne supposé plein et existant seul 
en supprimant la partie comprise dans la sphère. 

3S. Problème. — Une sphère donnée dont le rayon est 
égal d 0™,09 touche les deux plans de projection. Dans le plan 
du petit cercle de front distant de 0",12 du plan vertical de pro- 
jection (fig. 43) à la droite du centre de ce cercle et à une distance 
de ce centre égale à la moitié du rayon du même petit cercle 
(cg = cb), on mène une verticale; sur la partie de cette verticale 
comprise entre son point supérieur de rencontre avec la sphère 
et le plan horizontal de projection , on construit un triangle 
équilatéral; ce triangle^ en tournant autour de cette verticale, 
engendre un double cône. 

On demande de représenter la sphère donnée, supposée pleine 
et opaque, en supprimant la partie de ce corps comprise dans le 
double cône. 

On indiquera, à V encre rouge, les constructions employées 
pour déterminer un point quelconque de la ligne commune à la 
sphère et à Vun des cônes, et la tangente en ce point (Concours 
d'admission à TÉcole centrale — 1880, !'• session). 

Le plan vertical co est un plan principal commun aux deux 
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surfaceè. Nous prendrons ce plan pour plan vertical de projec- 
tion auxiliaire L'T'. 

■ • 

Sur le plan L'T', le contour apparent de la sphère est la cir- 
conférence de centre o\ et de rayon o\o = 0",09; le contour 
apparent du double cône s*obtient en construisant sur cc\, 
comme côté, les triangles équilatéraux cc\x^i et cc\k\. 

Surfaces auxiliaires. 

Nous couperons la sphère et le double cône par des plans 
horizontaux. 

Détermination d'un point quelconque de Vintersection. 

Soit P' latrace verticale, sur le plan L'T', d*un plan auxiliaire 
(quelconque. Ce plan détermine dans la sphère un parallèle pro- 
jeté horizontalement suivant la circonférence o^ et, dans le cône 
supérieur, un parallèle projeté horizontalement selon la circon- 
férence 0(i|. Les points m et n, communs à ces deux circonfé- 
rences, sont les projections horizontales de deux points de Tin- 
tersection cherchée ; les projections verticales m' et n' de ces 
points sont à des distances de LT égales à ]a cote du plan hori- 
zontal P'. Sur le plan vertical L'T', les points (w, m') et (n, n') 
sont projetés en m" sur la trace verticale P' du plan auxiliaire. 

Le plan horizontal Q' fournit deux points, (m,, m\) et («j, w'j), 
de rintersection de la sphère avec le cône inférieur ; ils sont 
projetés en m\ sur le plan vertical L'T'. 

Tangente à Vintersection en (//i, m!). 

Appliquons la méthode du plan normal. 

La normale à la sphère en (w, m') est [mo, m'o') et la normale 
au cône est (m'A', mh), h! étant le point de rencontre de c'd' 
avec la perpendiculaire e'h' à c'e'. 

Le plan du méridien principal du cône coupe le plan normal 
suivant la droite (A/, AT), ligne de front du plan normal, 
donc la projection verticale de la tangente est la perpendiculaire 
m!Ç à h'V. 

Le plan de Téquateur de la sphère coupe le plan normal sui- 
vant l'horizontale (o'e', oî), par suite la projection horizontale 
de la tangente en (m, m!) est la perpendiculaire mt à oi. 

Points appartenant au contour apparent horizontal de la 
sphère. 

On les obtient en prenant pour plan auxiliaire le plan de 
l'équateur ; ce sont les points (p, p') et (q, q'). En p et q, la pro- 
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jection horizontale de l'intersection est tangente au contour 
apparent horizontal de la sphère. 

Points située sur le contour apparent vertical du double cône. 

On les détermine en prenant pour plan auxiliaire le plan de 
front bc. On obtient ainsi les points (c', c) et (r', r) pour le cône 
supérieur, et les points {s\ s) et {v\ v) pour le cône inférieur. 

Points pour lesquels la tangente est dans un plan perpendi- 
culaire à W. 

Au lieu de plans horizontaux, on pourrait employer, comme 
surfaces auxiliaires, des sphères inscrites dans le cône (30). 

Nous avons montré (32-7**) que, pour obtenir les points de 
rintersection de la sphère et du cône (c',, c) pour lesquels la 
tangente est perpendiculaire à L'T', il suffit de considérer la 
sphère inscrite dans le cône (c'j, c) et dont le centre est projeté 
sur le plan L'T', au point de rencontre w' de c\c avec la parallèle 
à L'T' menée par o\. 

Le parallèle de contact de cette sphère auxiliaire avec le 
cône (c\f' c) et la circonférence d'intersection des deux sphères 
(o'j, o) et 0)' se coupent en deux points qui sont les points cher- 
chés; ces points sont projetés verticalement en m", sur le plan 
L'T' et horizontalement en ueiu^. 

En u et u^, la projection horizontale de Tintersection de la 
sphère et du cône G est tangente à la perpendiculaire uu^ 
à L'T'. 

En considérant la sphère inscrite dans le cône D et dont le 
centre est projeté en <•)', on obtient les points C/,/') et (/|, /'). En 
j et y,, la projection horizontale de rintersection de la sphère 
O et du cône D est tangente à la perpendiculaire j[/i à L'T'. 

Points pour lesquels la tangente est horizontale. 

Ce sont les points projetés verticalement en x\ et en P', sur 
le plan auxiliaire L'T' ; x\ et p\ fournissent a? et ^ sur L'T', 
puis, x' et ^'. En (x, a:') et en (p, p'), la tangente est perpendicu- 
laire au plan vertical L'T' ; sa projection horizontale est donc 
perpendiculaire à L'T' et sa projection verticale est paral- 
lèle à LT. 

Points situés sur les génératrices limites, cest-à-dire tangentes 
à la sphère. 

Considérons en premier lieu le cône D. 

Pour déterminer les génératrices de ce cône qui sont tan- 
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génies à la sphère (o', o), nous suivrons la méthode déjà appli- 
quée au n« 36 (W). 

Le cône circonscrit à la sphère et ayant même, sommet (rf, rf') 
que le cône donné a pour contour apparent, sur le plan vertical 
L'T', les tangentes do et do^ au contour apparent vertical o\ de 
la sphère. 

La sphère de centre d et de rayon do détermine dans le cône 
circonscrit et dans le cône donné des parallèles projetés res- 
pectivement, sur le plan L'T', suivant les droites oo^ et ww,; 
ces parallèles se coupent en deux points projetés verticalement 
au point e" commun aux deux droites ooi et cixoj. Les généra- 
trices cherchées sont donc projetées sur le plan LT' suivant la 
droite rfe"; cette droite est tangente en e" à la parabole a/iWi" 
projection verticale auxiliaire de l'intersection ; les génératrices 
limites sont projetées horizontalement suivant rfe, et verticale- 
ment, suivant rf'e', d't\. En e et e^, la projection horizontale 
de rintersection de la sphère et du cône D est tangente aux 
droites dz et de, ; en e' et e'^, la projection verticale de cette 
intersection est tangente à d'e' et d'e'^. 

Considérons maintenant le cône G. 

Le cône circonscrit à la sphère et ayant son sommet en G se 
réduit au plan tangent à la sphère en ce point. 

Les génératrices limites sont alors les génératrices d'intersec- 
tion du cône G et du plan tangent à la sphère en G. 

Or, il résulte immédiatement des données que la génératrice 
(c'e'jCe) est tangente à la circonférence (c'ô', cb); elle est donc 
dans le plan tangent en G à la sphère ; la seconde génératrice 
contenue dans ce plan est (c^^, c'e'j) symétrique de {ce, c'e') par 
rapport au plan principal commun L'T'. Les tangentes à l'inter- 
section en (c, c') sont donc (c'e', ce) et {c^e\, ce^), 

Points situés sur le contour apparent vertical de la sphère. 

On les obtient avec une exactitude suffisante en relevant les 
points a, V, Y et 8 où la projection horizontale de l'intersection, 
tracée à l'aide des points déterminés, rencontre la projection 
horizontale du méridien principal de la sphère. 

Données numériques. 

Dans un cadre de 320™** sur 510""^, on placera la ligne de 
terre, parallèlement aux petits côtés du cadre et à. 230'^"' du côté 
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supérieur. On prendra la ligne de rappel oo' à égale distance de 
grands côtés. 

Titre extérieur : Intersection de surfaces. 

Titre intérieur : Double cône et sphère. 

30. Problème. — On donne une sphère (o, o') (fig. 44) et 
un cône ayant son sommet au centre de la sphère, La directrice 
du cône est une ellipse située dans le plan horizontal et dont le 
grand axe cd passe par la projection horizontale o du centre de 
la sphère. 

On demande de construire V intersection des deux surfaces 
(Concours d admission àTÉcole polytechnique — 1881. Examen 
oral), 

!• Méthodes. 

On peut employer des plans auxiliaires horizontaux et pro- 
jeter coniquement, sur le plan horizontal, les sections déter- 
minées par ces plans auxiliaires dans les deuxsurfaces, en prenant 
pour centre de projection le sommet (o, o') du cône. Nous avons 
exposé cette méthode dans notre Cours{}V vol., 2* fasc, n® 127). 

On peut aussi couper les deux surfaces par des plans verti- 
caux passant par le sommet (o, o') du cône. Nous allons appli- 
quer cette seconde méthode. 

2° Détermination d'un point quelconque de V intersection. 

Soit oP la trace horizontale d'un plan vertical auxiliaire. Ce 
plan détermine dans le cône deux génératrices (oA, o'h') et 
(oi, o^i^), et il coupe la sphère suivant un grand cercle projeté 
horizontalement selon la droite kl; les points communs à ce 
grand cercle et aux génératrices OH et 01 appartiennent à l'in- 
tersection cherchée. 

Pour les déterminer, faisons tourner le plan vertical oP autour 
de la verticale du centre jusqu'à le rendre parallèle au plan 
vertical de projection. Le cercle KL vient se confondre avec 
le méridien principal de la sphère, les génératrices OH et 01 
viennent respectivement en {oh^, o'h\) et {oi^, o'i\) et, par suite, 
les points cherchés sont projetés verticalement, après la rotation, 
aux points m\ et n\ communs à la circonférence a'P' et aux 
droites o^h\ et o^i\ ; on en déduit aisément (m', m) et (n', n) en 
ramenant le plan auxiliaire dans sa première position oP, 

La tangente à l'intersection en (m, m'), par exemple, s'obtien- 
drait facilement par la méthode des plans tangents. 
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3** Points appartenant au contour apparent vertical du cône. 

On les détermine en prenant pour plans auxilifidres : 1* le plan 
vertical oa; 2" le plan vertical ob. 

4« Points situés sur le contour apparent vertical de la sphère. 

On les obtient immédiatement en prenant pour plan auxiliaire 
le plan du méridien principal de la sphère. 

5' Points pour lesquels la tangente est horizontale. 

La tangente en un point de Tintersection est Tintersection des 
plans tangents en ce point aux deux surfaces. Il résulte de là 
que, pour les points cherchés, les plans tangents à la sphère et 
au cône se coupent suivant une horizontale et, par suite, leurs 
traces horizontales sont parallèles. 

Or, la trace horizontale du plan tangent à la sphère en un 
point est perpendiculaire à la projection horizontale du rayon 
mené au point de contact, donc, pour le point (ç', q) où la tan- 
gente est horizontale, la trace horizpntale de plan tangent au 
cône, c'est-à-dire la tangente ro^^ en r, à Tellipse crf, est perpen- 
diculaire à oq; et Ton est conduit à résoudre le problème sui- 
vant : mener par le point o une normale à Fellipse base 
du cône. 

Supposons le problème résolu, soit or la normale cherchée. 

Joignons fr et /^r, f et /", étant les foyers de Tellipse cd. 

La normale or est bissectrice de Tangle frf^ du triangle ff^r; 
la tangente o^r est bissectrice de Tangle extérieur frf^j donc o et 
Oj sont conjugués harmoniques par rapport aux deux points 

/'et/;. 

De là cette construction : On détermine le conjugué o^ de o par 
rapport aux foyers /* et f^ de l'ellipse; il suffit, pour cela, de 
mener par /*et /", deux droites parallèles quelconques et, par o, 
une sécante quelconque gg^, de prendre fg^ ^=fg et de joindre 
9\9t *1"^ coupe /y, au point cherché o^. On décrit ensuite sur oo^ 
comme diamètre une circonférence qui coupe Tellipse en r et p, 
pieds des normales cherchées. 

Les plans verticaux or et op, ramenés de front en or^, fournis- 
sent comme précédemment (2^) les points [q'y q) et («', s). 

En q' et s', la projection verticale de l'intersection est tangente 
à la parallèle q's* à LT ; en g^ et s, la projection horizontale de 
i*intersection est normale aux droites oq et os. 

Le point o appartenant au grand axe de Tellipse, les deux 
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autres normales is^es du point o sont oc et od; le plan vertical 
cd fournit alors deux autres points (w', w) et (v', v) pour lesquels 
la tangente est horizontale. 

Le nombre des tangentes horizontales est égal au nombre des 
normales que Ton peut mener du point o à Tellipse. 

6^ Point double de la projection verticale. 

\j8L projection verticale de l'intersection du cône et de la sphère 
présente un point double x' que Ton peut obtenir directement. 

Les plans diamétraux conjugués des corAes perpendiculaires 
au plan vertical dans Ta sphère et dans le cône sont, respective- 
ment, le plan de front «p et le plan abO. Ces deux plans se cou- 
pent suivant la droite (60, 8'o'), donc le point double x' appartient 
a à'o . 

Pour le déterminer, rabattons le plan 0'^'^ sur le plan vertical. 

Les génératrices du cône (oe, o'ô') et (08, o'8'), situées dans le 
plan 0'^'^, se rabattent en O^e, et OjOj. Le grand cercle de la 
sphère déterminé par le plan o'ô'ô se rabat suivant la circonfé- 
rence décrite du point Oj comme centre avec o'a' pour rayon. 

Les points X, et Y,, communs à cette circonférence et aux 
droites OjC, et Oj^j, sont les rabattements des points de Tinter- 
section qui se projettent au point double de la projection ver- 
ticale. La droite YjXj, perpendiculaire à 0'^', fournit alors a/ 
sur 0'^', 

Données numériques. 

Dans un cadre de 0",27 sur 0",43, placer LT parallèlement 
aux petits côtés et à 0",27 du côté inférieur. Prendre la ligne de 
rappel 00' h 0*,12 du grand côté de gauche. 

Cote du point : 0",10. Éloignement du point : 0*,115. 
Rayon de la sphère : 0"»,09. 

L angle oloc = 30^ Prendre oc = 0",06 et cd = 0»,18. Le petit 
axe de Tellipse base du cône est égal à 0",12. 

Titre extérieur : Intersection de surfaces. 

Titre intérieur : Cône elliptique et sphère. 

4:0« Problème. — On donne un ellipsoïde de révolution et 
un cône de révolution dont Vaxe passe par le centre de r elli- 
psoïde. Déterminer la projection de l'intersection des deux surf aces 
sur le plan des axes (fig. 45) (École polytechnique — 1881, 
examen oral). 

Pour construire un point quelconque de l'intersection, cou- 

7 



98 GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE 

pons les deux surfaces par une sphère auxiliaire ayant son centre 
en 0. La sphère de rayon OA coupe le cône suivant les paral- 
lèles projetés horizontalement en ab et ajf^. Elle coupe Tellip- 
soïde selon les parallèles projetés en cd et Çjrfj. Les points m, n, 
p et y sont les projections de huit points de rintersection symé- 
triques deux à deux par rapport au plan des axes. 

La tangente en M est projetée horizontalement suivant la per- 
pendiculaire mt k <x.^\ a^oL est la normale en a^ à sa^y et r/^^ la 
normale en d^ à Tellpse. 

La sphère auxiliaire limite est la sphère inscrite dans le cône. 
Elle touche le cône suivant le parallèle projeté en ef et coupe 
Tellipsoïde selon les parallèles projetés en gh et glh^. On obtient 
ainsi les points r et u. En ces points, les tangentes à la projection 
horizontale de Tintersection sont gh et 5^1 Aj. 

La courbe tprr\yq^ est du second degré (voir notre Cours, 
n« vol., 2« fasc, n® i34); nous savons, de plus, que c'est une 
hyperbole (136). On peut arriver à ce dernier résultat par les 
considérations suivantes. 

Inscrivons une sphère dans Tellipsoïde (la sphère ikjl) et cir- 
conscrivons à cette sphère un cône S, homothétique du cône S. 
Le contour apparent horizontal du cÔne S^ se compose des tan- 
gentes is^ ety^j à la circonférence ikjl, parallèles à es et /i. 

L'ellipsoïde et le cône S^ étant circonscrits à une même sphère 
se coupent suivant deux courbes planes. Ces courbes sont pro- 
jetées horizontalement selon les droites vv^ et a?a?j, qui sont deux 
directions asymptotiques de la projection horizontale de Tinter- 
section du cône S et de Tellipsoïde. 

D'ailleurs, ru est un diamètre de cette projection (puisque les 
tangentes gh et gih^ en r et w sont parallèles), donc le point w, 
milieu de ru, en est le centre et les asymptotes sont les parallèles 
à D^i et xx^ menées par le point w. La projection de l'intersection 
du cône S et de l'ellipsoïde sur le plan des axes est donc uae 
hyperbole. 

Nous avons ponctué l'épure en supposant que le cône existe 
seul, qu'il est plein et qu'on a enlevé la portion de ce corps com- 
prise dans l'ellipsoïde. 

^41. Problème. — Déterminer rintersection d'une droite et 
d'un ellipsoïde (fig. 46). 

Soient (0, 0') l'ellipsoïde et [ef^.e'f) la droite donnés. 
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Joignons ag, bh et déterminons la projection verticale 5' du 
point du plan horizontal a'b' qui se projette horizontalement 
en s. 

Cela posé, considérons le cône ayant pour sommet le point 
(5, s') et pour directrice le contour apparent [a'c'b'âJy acb) de 
l'ellipsoïde par rapport au plan vertical. 

Le cône S et Tellipsoïde, ayant une courbe plane commune, se 
coupent suivant une seconde courbe plane. Mais le plan hori- 
zontal a'V e^t un plan principal commun aux deux surfaces, 
donc les deux courbes planes dont se compose leur intersec- 
tion se projettent horizontalement suivant des lignes droites. 
L'une de ces droites est acb, projection horizontale du contour 
apparent de l'ellipsoïde par rapport au plan vertical. L'autre 
est gh^ car les génératrices SA et SB du cône coupent l'équateur 
de l'ellipsoïde aux points projetés horizontalement en g et A. 

Les points d'intersection de la droite [ef, e'f) et de l'ellipsoïde 
sont alors les points communs à la droite et à la courbe plane 
commune projetée horizontalement en gh. 

La question est ainsi ramenée à construire l'intersection de la 
droite EF et du cône SACBD. 

Considérons le plan déterminé par le sommet S et la droite ËF 
(ou le plan des deux droites EF et SI). Ce plan coupe le plan 
de front ab pris pour plan de base du cône suivant (AZ, k'I'), Il 
coupe, par suite, le cône suivant les génératrices projetées ver- 
ticalement selon les droites s't! et s'p'. 

Les points d'intersection m! et n' de ces droites avec e'f sont 
les projections verticales des points cherchés qui sont, dès lors, 
projetés horizontalement en m et n. 

Remarque. — Cette solution est applicable au cas où 
l'ellipsoïde a ses trois axes inégaux. 



IV. TORE ET SPHÈRE. 

^S. PnAlèHie. — On donne dans le plan horizontal dé 
projection un rectangle ABCD dont les côtés AB et BC sont égaux 
respectivement àO",10 e^0™,06. Le point ï étant le centre de ce 
rectangle, on demande : 

1® De trouver la projection horizontale de V intersection de la 
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sphère décrite sur la diagonale AC comme diamètre et du tore 
qu'engendre le cercle circonscrit au triangle BCI en tournant 
autour de AD ; 

2** De représenter en projection horizontale la sphère supposée 
pleine et existant seule y en supprimant la partie de ce corps com- 
prise dans le tore, (Concours d'admission à TEcole centrale — 
1874, 2* session.) 

Première méthode. — Nous supposerons en premier lieu 
qu'on demande les deux projections de Tintersection. 

1® Contours apparents (fig. 47). 

Le contour apparent vertical du tore se compose des deux cir- 
conférences décrites du point a' comme centre avec a'i- et a'i\ 
pour rayons. Son contour apparent horizontal se compose de la 
circonférence BCI, de la circonférence symétrique de BCI par 
rapport à AB (il est d'ailleurs inutile de considérer ici cette der- 
nière circonférence) et des tangentes à. la circonférence BCI 
parallèles à la ligne de terre. 

Les contours apparents de la sphère sont les circonférences dé- 
crites des points I et i' comme centres avec un rayon égal à lA. 

2° Surfaces auxiliaires. 

On peut prendre pour axe de la sphère un diamètre quelcon- 
que, le diamètre li' par exemple. Le tore et la sphère ayant alors 
leurs axes parallèles et perpendiculaires au plan vertical, on 
emploiera, comme surfaces auxiliaires, des plans de front, 

3** Détermination d'un point quelconque et des points remar- 
quables de V intersection. 

Le plan de front dont la trace horizontale est P coupe le tore 
suivant les deux parallèles (arf, aV^Q et («jm^, a'^w'^'^). Il 
coupe la sphère suivant le parallèle (yy,, /mYi) • les points 
(r', r), (r'j r), (m', m) et (m'j, m), communs au parallèle de la 
sphère et aux parallèles du tore, sont quatre points de Tinter- 
section cherchée. 

Les plans auxiliaires limites sont les plans de front tangents 
au tore. Ils fournissent les points [p', p) et {p\, p), (jo', ii) et 

En /?' et p\y la projection verticale dé lïntersection est tan- 
gente à la circonférence ^'p'p\ (5). 

Les points situés sur les contours apparents verticaux du tore 
et de la sphère s'obtiennent en prenant pour plan auxiliaire le 
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plan de front dont la trace horizontale est IIj ; ce sont les points 
{e'y e) et (e'j, e). D'ailleurs, le plan de front II^ est un plan prin- 
cipal commun aux deux surfaces, donc la projection horizontale 
de rintersection est symétrique par rapport à II,. 

Le plan horizontal de projection contient les points de Tinter- 
section (B, b') et (G, b')j appartenant aux contours apparents 
horizontaux. Le plan horizontal étant un plan principal commun 
aux deux surfaces, la projection verticale est symétrique par 
rapport à LT. 

Un plan auxiliaire dont la trace horizontale Q est comprise 
entre AB et CD ne fournit que deux points de l'intersection (n', n) 
et (n'j, n). 

4® Tangente en un point (n, n') de ^intersection. 

Appliquons la méthode du plan normal, 

La normale au tore en («', n) coupe Taxe au même point {g, g^) 
que la normale (o)/*, tù'f) en {f, f), donc la normale en {n\ n) est 
[gn, g'n'). 

La normale à la sphère en (n', n) est (In, i'n'). 

Le plan de front II, coupe le plan normal ING suivant la droite 
(lA, i'h') ; la projection verticale de la tangente cherchée est alors 
la perpendiculaire n'V à i'h\ 

\g est la trace horizontale du plan normal, donc la projection 
horizontale de la tangente est la perpendiculaire nt à 1^. 

En B, la tangente à Tintersection étant perpendiculaire au 
plan horizontal, sa projection horizontale se réduit au point B. 
Si Ton veut la tangente en B à la courbe Brpmn (voir notre 
Cours, II» vol., 2** fasc, n® 124), on mène Bw^, on joint le point A 
au point I et on trace la perpendiculaire BO à kl : BÔ est la tan- 
gente cherchée. 

5** Nature de la projection horizontale de rintersection. 

Prenons pour origine des coordonnées le point e, pour axe 
des X la droite el,, pour axe des y la droite eD et pour axe des z 
la perpendiculaire en e au plan horizontal. 

Désignons la distance el par / et le rayon du cercle w par r ; le 
rayon de la sphère est alors ^2/r, 

L'équation du tore est 

[f^T^^ - (Z + r)Y + y' = r^ (1) 
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et Téquation delà sphère 

(;zr — ly + y^ + z^ = 2lr (2) 

L'équation de la projection horizontale de l'intersection des 
deux surfaces s'obtient en éliminant z entre les équations (i) 
et (2) ; il vient : 

(/ + r)Y + l^x^ — 2/ (/* -f r^)x + /(/* — 2r^ + /r«) = 

Cette équation représente une ellipse. 

En rapportant la courbe à son centre et à ses axes, on trouve 

(/ + r)Y + i'x^ = r^{l + ry (3) 

Le demi petit axe un est égal à r et le demi-grand axe ue est 
égala îli^l 

6® Nature de la projection vei^ticale. 

L'équation de la projection verticale s'obtient en éliminant y 
entre les équations (1) et (2). 
On trouve 

(/ + rfz^ + (2/ + r)rx^ — U^rx — 4/V zz: 

C'est l'équation d'une ellipse. 
413. Deuxième méthode. 

On peut considérer la sphère comme une surface de révolu- 
tion ayant pour axe le diamètre (lo, i'o') parallèle à la ligne de 
terre (fîg. 48). 

Les axes des deux surfaces se coupant en (o, o'), on peut 
employer, comme surfaces auxiliaires, des sphères ayant pour 
centre commun le point (o, o'). 

Du point 0, comme centre, avec un rayon quelconque, décri- 
vons une circonférence qui coupe la circonférence w en e et «j. 

La circonférence oe peut être considérée comme le contour 
apparent horizontal d'une sphère auxiliaire qui détermine dans 
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Je tore les deux parallèles {efy e'f) et [ej^, e'f)y et dans la sphère 
donnée le parallèle [gkgi, g'k'k\). 

Les points (w, m'), (f/î,m',), {n,m') ei{n,m\) communs aux 
parallèles du tore et au parallèle de la sphère, sont quatre points 
de rintersection cherchée. 

La sphère auxiliaire de rayon ol fournit les points apparte- 
liant au contour apparent vertical du tore : [p, p') et {p, p\). 

D'ailleurs, cette sphère est une sphère limite tangente au tore, 
donc le parallèle qu'elle détermine dans la sphère donnée est 
la tangente à rintersection des deux surfaces (5); et, par suite, 
la tangente en ;? à la projection horizontale de l'intersection 
est a^. 

Les points de l'intersection situés sur le contour apparent 
horizontal du tore sont (B, 6'), (G, b'), et (y, q')y^{q, qW (r, q'), 
{r,q\)\ ces quatre derniers points s'obtiennent en considérant la 
sphère auxiliaire de rayon oL 

Nous avons représentée solide commun aux deux corps. 

4^^. Troisième méthode. 

La méthode la plus avantageuse pour déterminer la projection 
horizontale de l'intersection des deux surfaces consiste à employer, 
comme surfaces auxiliaires, des sphères inscrites dans le tore 
(fig. 49). 

D'un point quelconque F de Taxe du tore, décrivons une cir- 
conférence gkh tangente au cercle w. Cette circonférence peut 
être considérée comme le contour apparent d'une sphère 
inscrite dans le tore suivant le parallèle projeté horizontalement 
en kmL Cette sphère coupe la sphère donnée I suivant le cercle 
projeté horizontalement en gmh ; le point m, commun aux deux 
droites kl et gh, est la projection horizontale de deux points de 
l'intersection cherchée. De plus, la droite gh est la tangente en m 
à la projection de cette intersection ( 5 ). 

Si l'on observe que gh est perpendiculaire à IF, il est aisé de 
déterminer le point de la projection horizontale pour lequel la 
tangente est parallèle à une direction donnée EE^. 

On mène du point 1 une perpendiculaire IF^ à EE^ et on prend 
le point Fj pour centre de la sphère auxiliaire «^Aj A ^ inscrite dans 
le tore ; le point cherché est le point n commun aux droites 
g^h^ et Aj/j, 
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La sphère inscrite ayant son centre en Fj fournit le [)oint p 
pour lequel la tangente g^h^ est perpendiculaire à wl. 

Si le point F s*éloigne à l'infini sur Taxe du tore, la sphère 
inscrite se transforme en un plan tangent au tore suivant le paral- 
lèle projeté horizontalement en k^rl^. 

Rabattons ce plan sur le plan horizontal et construisons le 
rabattement ^jRj du parallèle de contact et le rabattement uR^v 
de la circonférence déterminée dans la sphère ; le point Rj est le 
rabattement d'un point de l'intersection projeté horizontalement 
enr sur A:,/,. 

Données numériciues. 

Dans un cadre de 270"" sur 430?» (fig. 4t et 48) on prendra LT 
parallèlement aux petits côtés du cadre et à 170"™ du côté 
supérieur. 

On placera îi' à égale distance des grands côtés et le point I à 
170"*" de la ligne de terre. 

Titre extérieur : Intersection de surfaces. 

Titre intérieur : Tore et sphère. 

4é5. Problème. — On donne dans le plan horizontal de 
projection un triangle rectangle ABC (fig. 50) : 

A = 90« AB = 0",08 AGz=:0",06 

Le cercle horizontal ayant A pour centre et AG pour rayon 
engendre un tore en tournant autour de la parallèle menée par 
le point B àla droite AC. 

On demande de construire Vintersection de ce tore avec la 
sphère qui, ayant un rayon égal à 0",09, touche le plan horir 
zontal de projection au point I milieu de BC. 

On disposera le triangle ABC de manière que AB et LT soient 
parallèles et à la même distance du point G, 

Dans la mise à Vencre, on représentera le tore supposé plein et 
existant seul, en supprimant la portion de ce corps comprise dans 
la sphère (Concours d'admission à l'École polytechnique — 1876, 
2« composition). 

La détermination des contours apparents des deux surfaces ne 
présente aucune difficulté; Il résulte des données que la sphère 
est tangente aux deux plans de projection et que les deux sur- 
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faces ont un plan tangent commun parallèle au plan vertical. 

Nous couperons le tore et la sphère par des plans de front. 

Le plan auxiliaire dont la trace horizontale est P coupe le tore 
suivant les deux parallèles décrits par les points d et e. Il coupe 
la sphère suivant le parallèle {fg, fin! g') : les points {m\m) et 
(?'»?)» communs au parallèle de la sphère et aux parallèles du 
tore, appartiennent à Tinterscction cherchée. 

La tangente en (w, m!) s'obtient, comme au problème précé- 
dent, par la méthode du plan normal ; c'est la droite [m'V, mt) : 
m!t' est perpendiculaire à o'a' et mt est perpendiculaire à o^. 

Le plan o'è'B est un plan de symétrie commun aux deux sur- 
faces, donc l'intersection est symétrique par rapport à ce plan. 

Pour construire les points situés dans le plan de symétrie * 
o'é'B, rabattons ce plan sur le plan horizontal. 

La section déterminée dkns le tore par le plan o'è'B se rabat 
suivant les deux cercles A et Aj et la section déterminée dans la 
sphère se rabat suivant le cercle ayant pour centre Oj et pour 
rayon le rayon de la sphère. Les points Aj et Aj, communs aux 
deux circonférences A et Oj, sont les rabattements des points 
cherchés ; ces points sont, par suite, (A', A) et {k',k). 

£n chacun de ces points, la tangente à l'intersection est paral- 
lèle au plan vertical. 

Les plans auxiliaires' limites sont ceux qui ont pour traces 
horizontales AjA et Ip, Ce dernier fournit les points (/',/) et (p',p), 
et la circonférence qu'il détermine dans la sphère est tangente à 
l'intersection (5). 

Tout plan auxiliaire dont la trace horizontale est comprise 
entre Ip et kjt donne quatre points de l'intersection, et tout plan 
auxiliaire dont la trace horizontale est comprise entre hji et 
. kjQ n'en fournit que deux. 

Le plan auxiliaire dont la trace horizontale est AB donne les 
points (r', r)', («', s), (u', u) et v', v) situés sur le contour appa- 
rent vertical du tore. 

Les points (/', /) et (p', p), déjà déterminés, appartiennent au 
contour apparent horizontal du tore. 

Le plan auxiliaire dont la trace horizontale passe par le point I 
fournit les points (ar',a?) et (a?/, xj, appartenant au contour 
apparent vertical de la sphère. 

Les points [yf^y) et z\z), situés sur le contour apparent hori- 



106 GÉOUÉTRIE DESCRIPTIVE 

zontal de la sphère, s'obtiennent avec une approximation suffi- 
sante en traçant la projection verticale de Tintersection à laide 
des points connus, et en menant les lignes de rappel des points 
y' et z' où cette projection rencontre o'g\ 

Honnées numériques. 

Dans un cadre de 270""" sur 430™", on tracera la ligne de 
terre parallèlement aux petits côtés du cadre et à égale distance 
de chacun d'eux. On placera AG à 75""™ du côté de gauche. 

Titre extérieur : Intersection de surfaces. 

Titre intérieur : Tore et sphère. 

^G. Problème* — Déterminer V intersection d'un tore et 
(Vune sphère bi-tangents (fig. 51). 

Le tore est tangent aux deux plans de projection; son axe est 
vertical. 

Le centime (o, o') de la sphère est situé dans le plan du méridien 
principal du tore, sur la verticale qui passe par le centre du 
cercle générateur^ et il est déterminé de manière que les deux 
surfaces soient bi-tangentes. 

Représenter le tore supposé plein et existant seul, en suppri- 
mant la portion de ce corps comprise dans la sphère. 

Première méthode. 

On coupe les deux surfaces par des plans horizontaux. 

Le plan horizontal P' détermine dans le tore les parallèles 
{a'n'b'j anbn^) et [c'm'd, cmdm^), et dans la sphère le parallèle 
[e'm'n'f, emnf). 

Les points (n, n'), (nj, n'), (m, wî'j et (m^, m'), communs au 
parallèle de la sphère et aux parallèles du tore, sont quatre 
points de Tintersection cherchée. 

La tangente en (m, m') s obtient par la méthode du plan 
normal. La normale au tore en {m', m) est {i'm', im) et la 
normale à la sphère, (oW, om). La trace horizontale du plan 
normal est kl, donc la projection horizontale de la tangente 
cherchée est la perpendiculaire mt à kl; i'o' est la projection 
verticale d'une ligne de front du plan normal, donc la projec- 
tion verticale de la tangente en [m\ m) est la perpendiculaire 
mH' à iV. 

En prenant pour plan auxiliaire le plan de Téquateur dn tore, 
on obtient les points (p,/)'), (p^, p'), {q, q') et (^j, q') appartenant 
au contour apparent horizontal du tore. 
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Les plans horizontaux limites, tangents au tore, fournissent 
les points (r', r) et {s, «'), (s^, s') situés sur le contour apparent 
vertical, et auxquels il faut joindre le point (w', u) commun 
aux cercles méridiens des deux surfaces. En (s, s') et en (Sj, s'), 
l'intersection est tangente à la circonférence déterminée dans la 
sphère par le plan auxiliaire tangent au tore (5). 

En prenant pour plan auxiliaire le plan de profil qui passe 
par l'axe du tore et en rabattant, sur le plan du méridien prin- 
cipal, les sections qu'il détermine dans le tore et dans la sphère, 
on obtient les points de l'intersection (v, v'), {v^, v'), (x, a?') et 
(j7i, s/) situés dans ce plan de profil. 

Enfin, on peut encore obtenir aisément, comme nous l'expli- 
quons plus loin {seconde méthode), les points de l'intersection 
pour lesquels la tangente est dans un plan de profil, c'est-à-dire 
les points le plus à droite (y, y') et (y^ y'), et les points le plus à 
gauche (s, z') et {z^, z'). 

Nature de la projection verticale de V intersection. 

Prenons respectivement pour plan des a?y, des yz et des xz^ 
le plan horizontal, le plan de front et le plan de profil qui 
passent par le centre du tore. 

En désignant par r le rayon du cercle générateur du tore et 
par / la distance du centre de ce cercle à l'axe de la surface, 
l'équation du tore est 

[slx^ + y» — /)' + 5» = r« (1) 



En fonction de / et de r, le rayon de la sphère bi-tangente 

a pour expression — ; les coordonnées x, y et z du centre sont 

r 

respectivement o, /et r = , donc l'équation de la 

r r 

«phère est 




r* 



(2) 



La projection verticale de l'intersection des deux surfaces est 
identique à la projection de cette intersection sur le plan de 
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front yz, donc, pour déterminer la nature de la projection 
verticale de Tintersection, il suffît d'éliminer x entre les équa- 
tions (1) et (2). 
On trouve aisément l'équation 

(/i _- /v + r^)s* + 2/r(/« — r^)yz + /V^y» — 2[l^ — r^)r^z 

— 2lr'y + r\r^ — /«) = (3) 

Le B^^ — AG de cette équation se réduisant à la quantité 
négative — /V^ la projection verticale de Vintersection est une 
ellipse, 

^H. Seconde méthode (fîg. 52). 

Si l'on se proposait seulement de déterminer la projection 
verticale de l'intersection des deux surfaces, il serait préférable 
de prendre pour surfaces auxiliaires des sphères inscrites dans le 
torcj comme nous l'avons déjà fait au n** 44. 

La sphère ayant pour centre te point de l'axe du tore projeté 
verticalement en a', et tangente au tore suivant le parallèle 
projeté en b'c\ coupe la sphère donnée suivant une circonférence 
projetée verticalement en d'e^. Le point m', commun aux deux 
droites éV et c^V, appartient à la projection verticale de l'in- 
tersection des deux surfaces et, en outre, la droite rfV est la 
tangente à cette projection en m'. 

Remarquant que d'e' est perpendiculaire à a'o', on voit que, 
pour déterminer le point de la projection verticale où la tangente 
est parallèle à une direction donnée FPj, il suffit de considérer 
la sphère inscrite dont le centre est projeté en g' sur la perpen- 
diculaire oy à PPi. La sphère inscrite suivant le parallèle 
projeté en AY fournit le point n'. La sphère circonscrite qui 
touche le tore suivant le parallèle kl' donne p'; en n' et/?', la 
projection verticale de la tangente (a'^' et -f^l ^st parallèle 
à PP.. 

Les points z' et y', pour lesquels la tangente est de profil, 
s'obtiennent en prenant pour sphères auxiliaires (inscrite et 
circonscrite) celles dont le centre est projeté verticalement en/, 
o'f étant parallèle à la ligne de terre. 

Les sphères, inscrite et circonscrite, ayant pour centre le 
centre du tore fournissent les projections verticales, v' et «', 
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des points de Tintersection situés sur le cercle de gorge et sur 
Téquateur du tore. 

Données numériques. 

Dimensions du cadre : 270"*"* et 430"". 

Le rayon du cercle générateur du tore, égal au rayon du cercle 
de gorge, vaut 40"" (fig. 51). 

On placera la ligne de terre parallèlement aux petits côtés du 
cadre et à 245"". du côté inférieur. On prendra le point i à égale 
distance des grands côtés. 

Titre extérieur : Intersection-de surfaces. 

Titre intérieur : Tore et sphère. 

^S. Problème. — Déterminer V intersection d'un tore et 

4 

d'une sphère définis de la manière suivante [ïi^. 53) : 

Laxe (y, y') du tore est vertical et à 125"" du plan vertical; 
la cote du centre de la surface est égale à 50"". Le rayon du 
cej^cle de gorge est 35"" et celui du cercle méridien vaut 40"". 
Ze centime (o, o') de la sphère est dans le plan mené par Vaxe 
du tore et faisant avec le plan vertical un angle de GO'* ; sa 
distance à Vaxe est de 60"" et sa cote vaut 110"". La sphère est 
d'ailleurs tangente au tore. 

Représenter le tore supposé plein et existant seul, en suppri- 
mant la portion de ce corps comprise dans la sphère. 
On obtient aisément les contours apparents du tore. 

Pour construire les contours apparents de la sphère, il faut 
en déterminer le rayon. 

A cet effet, faisons tourner le plan vertical OXY autour 
de XY jusqu à ce qu'il vienne coïncider avec le plan du méridien 
principal du tore. 

La section déterminée dans la sphère par le plan OXY est 
projetée verticalement, après la rotation, suivant une circon- 
férence tangente au cercle w' et ayant pour centre le point o\ ; 
le rayon de la sphère est donc o\ a\ et, par suite, les contours 
apparents de la sphère sont les deux circonférences décrites des 
points et o' comme centres avec un rayon égal à o\a\. 

En ramenant le point (a\, aj dans le plan OXY, on obtient le 
point de contact (a', a) de la sphère et du tore. 

Pour déterminer l'intersection des deux surfaces, nous emploie- 
rons des plans horizontaux. 
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Le plan horizontal P^ fournit, comme au problème précédent, 
les quatre points (i, i'), (i\, i\)j (n, n') et {n^, n\). 

La tangente en {i^, i^), obtenue par la méthode du plan 
normal, est (t,^ î\^'); êj^ et i\t' sont perpendiculaires respecti- 
vement aux droites oa et ^e'. 

Les plans horizontaux limites sont tangents au tore; les 
circonférences qu'ils déterminent dans la sphère sont tangentes 
à l'intersection des deux surfaces aux points {f, f), (/i, /^j) et 

(/, /'), (^i, l\)' 

Le plan horizontal qui passe par le centre du tore fournit les 
points (ô, b') et (6^, b\) appartenant au cercle de gorge, et les 
points {h, h') et {k^, k\) situés sur Téquateur. La projection 
horizontale de l'intersection est tangente en 6 et é^ à la projec- 
tion horizontale du cercle de gorge, et en A et A^, elle est tan- 
gente à la projection horizontale de l'équateur. 

Les points de l'intersection qui appartiennent au contour 
apparent vertical du tore s'obtiennent en prenant pour plan 
auxiliaire le plan méridien principal du tore ; les points cher- 
chés sont (m', m), (c' c), (y', y) et ({i', |i). 

On peut encore déterminer facilement les points pour lesquels 
la proje'ction horizontale de la tangente à l'intersection est 
perpendiculaire à la trace horizontale ox du plan principal 
commun aux deux surfaces. 

Les développements donnés au n° précédent {seconde méthode) 
montrent qu'il suffît de prendre, pour surfaces auxiliaires, les 
sphères inscrite et circonscrite au tore, et dont le centre est pro- 
jeté verticalement en y', o'y' étant parallèle à LT. 

La sphère inscrite touche le tore suivant le parallèle {^p\p'^'iy 
6/)jp8j) et coupe la sphère donnée suivant une circonférence 
projetée horizontalement selon la droite iî^iç (on a : y« = y'S'). 
Les points/) et /?i, communs à la circonférence ^PiP^i et à la 
droite w^it, sont les projections horizontales des points cherchés; 
pp^ est tangente en p ei Pi à la projection horizontale de 
l'intersection. 

La sphère circonscrite au tore fournit, d'une manière ana- 
logue, les points {g y g') et {g^, g\). En g Qig^, la projection hori- 
zontale de l'intersection est tangente à la droite gg^. 

Les points situés sur le contour apparent vertical de la 
sphère s'obtiennent, avec une approximation suffisante, en raie- 
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vant les points A et e où la projection horizontale de l'intersec- 
tion coupe la parallèle à LT menée par le point o, 

I>oiinées numépiques. 

Dans un cadre de 290°™ sur 440"^™, on prendra LT parallèle- 
ment aux petits QÔtés et à 160™"* du côté supérieur. On placera 
la ligne de rappel yy' à égale distance des grands côtés du 
cadre. 

Titre extérieur : Intersection de surfaces. 

Titre intérieur : Tore et sphère. 



V. TORE ET CYLINDRE. 

4:0. Problème. — Intersection d'un cylindre de révolution 
dont Vaxe est vertical et d^un tore dont V axe. est horizontal. 

Laxe du cylindre se projette horizontalement en un point c, 
situé à 65 millimètres en avant de la ligne de terre; le rayon du 
cercle de base est 38 millimètres. 

Le centre du tore se projette horizontalement en un point o 
situé à 58 millimètres de la ligne de terre et verticalement en un 
point o' situé à 78 millimètres de la ligne de terre {Vig. 54). 

La ligne de rappel oo' est à droite du point c à une distance 
de ^ï millimètres» 

La projection horizontale de l'axe du tore rencontre la ligne 
de terre en un point situé à 54 millimètres à droite du point de 
rencontre de la ligne de terre avec oo'. 

Le rayon du cercle générateur du tore est de 22 millimètres et 
la distance de son centre à Vaxe de ^i millimètres. 

On demande : 

De représenter ce qui reste du tore entaillé par le cylindre ; 
de tracer les parties vues et les parties cachées des contours 
apparents. 

De développer sur la droite de Vépure la portion de surface 
cylindrique qui limite le corps. 

D'indiquer les constructions nécessaires pour déterminer un 
point de l'intersection et la tangente en ce point; un point du 
développement de la courbe d'intersection tracée sur la surface 
du cylindre et la tangente en ce point ; un point du contour appa- 
rent vertical du tore et la tangente en ce point. 
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On prendra la ligne de terre parallèle aux grands côtés de la 
feuille, à 130 millimètres du bord inférieur (Concours d'admis- 
sion à rÉcole polytechnique 1882). 

Les données fournissent immédiatement les contours appa- 
rents du cylindre et le contour apparent horizontal du tore. 
Pour construire ce dernier contour, on mène en o une perpen- 
diculaire ab à la projection horizontale de de Taxe du tore, on 
prend oa ^ ob =i 51™"", on décrit des points a et ô, comnae 
centres, des circonférences de 22™™ de rayon et on mène les tan- 
gentes communes fg et f^g^. 

Choix des surfaces auxiliaires. 

Pour déterminer l'intersection du cylindre et du tore, nous 
couperons les deux surfaces par des plans perpendiculaires à 
l'axe du tore. 

Cet axe étant horizontal, les plans auxiliaires sont verticaux 
et coupent, par suite, le cylindre suivant des génératrices. Ils 
déterminent d'ailleurs, dans le tore, des parallèles et les points 
communs aux génératrices du cylindre et aux^ parallèles du 
tore sont des points de l'intersection cherchée. 

Détermination d'un point quelconque de V intersection. 

Soit a^^j la trace horizontale d'un plan auxiliaire. Ce plan 
détermine dans le tore deux parallèles projetés horizontalement 
suivant les droites a^ et a^pj, et il coupe le cylindre selon les 
génératrices dont les traces horizontales sont y c*^ Yi- 

Les points communs aux génératrices du cylindre et aux 
parallèles du tore sont projetés horizontalement en y et en y^. 
Pour déterminer les projections verticales de ces points, rabat- 
tons le plan vertical a^p^ sur le plan horizontal d'e'. Les non- 
velles projections horizontales des génératrices du cylindre sont 
les perpendiculaires yS et yj5j à a^p, et les nouvelles projections 
horizontales des parallèles du tore sont les circonférences 
décrites sur af et a^p^ comme diamètres. 

Il suffit d'ailleurs de considérer les demi-circonférences, car, 
le plan horizontal rf'e' étant un plan principal commun au 
cylindre et au tore, l'intersection est symétrique par rapport à 
ce plan. 

Les nouvelles projections horizontales des points cherchés 
sont |x., V et ir, et les distances i^y^, vy et iry sont les cotes de ces 
points par rapport au plan horizontal d'e'. 
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On prend alors, de part et d'autre de d'e', sur les lignes de 
rappel des points y et y, des longueurs respectivement égales 
à K-Yi» ^ ®t ^> 6t ^^ obtient m', m\j n\ n\, jo' et jo',. 

Les points (m', Yi), {rn\, Yi), [n\ y), [n\, y), (p', y) et (/?'4,y) 
sont six points de l'intersection du cylindre et du tore. 

Tangente à V intersection en (m'p y,). 

C'est la perpendiculaire au plan normal aux deux surfaces en 

;?»\,y,). 

La normale au cylindre en ce point est l'horizontale [mCy m\c') 
et la normale au tore est (mt, m\i')y i étant le point de rencontre 
de a^a avec de. Un plan de front quelconque hk coupe le plan 
des deux normales suivant {hk, h'k'); la projection verticale de 
la tangente cherchée est la perpendiculaire m\t' à A'A:'; sa pro- 
jection horizontale est la perpendiculaire mt à C7n. 

Points remarquables de V intersection. 

Ce sont : 

!• Les points (r', r), (r\, r), (s', r) et {s\, r) situés sur la géné- 
ratrice de contour apparent vertical n*' du cylindre. 

^ Les poinls(M', «), (m\, u) et (y', y), (y',, y) situés dans les 
plans auxiliaires limites. 

3<* Les points (v, v') et (x, x') situés sur le contour apparent 

horizontal du tore et déterminés en prenant pour plan auxiliaire 

le plan horizontal d'e'. Il faut y joindre les points (m, u') et 

Uy w'j) déjà obtenus. En chacun de ces points, la tangente à 

l'intersection est verticale. 

Détermination du contour apparent vertical du tore. 

Le contour apparent vertical est le lieu des points de contact 
des plans tangents perpendiculaires au plan vertical. 

Il faut donc mener au tore des plans tangents perpendicu- 
laires au plan vertical ; on donne d'ailleurs le méridien ou le 
parallèle qui doit contenir le point de contact. 

Supposons, par exemple, qu'on veuille déterminer le point 
de contact situé sur le parallèle projeté horizontalement en a^. 

On peut considérer le cône ou la sphère qui touche le tore 
suivant le parallèle donné (voir notre Cours, 11° vol., 1" fasc, 
n*» 84 et complément, IH 0). 

Considérons en premier lieu le cône circonscrit au tore sui- 
vant le parallèle a^ ; il a son sommet en (a, a'). Le plan tangent, 
devant être perpendiculaire au plan verticali contient la per- 

8 
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pendiculaire au plan vertical menée par (a, a'). La trace de 
cette perpendiculaire sur le plan vertical a{i pris pour plan de 
base du cône est le point (p, p'). Les points de contact (/, /') et 
{/, /',) des tangentes au cercle «^ issues du point (p, p') sont les 



j^^ 




points de contact des plans tangents cherchés, c'est-à-dire deux 
points du contour apparent vertical du tore ; la tangente en /' 
est <î7'. 

Pour le parallèle projeté horizontalement en a^p,, le sommet 
du cône circonscrit sort des limites de Tépure; on applique 
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alors la méthode de la sphère inscrire qui, d'ailleurs, donne lieu 
à des constructions un peu plus simples. 

La sphère inscrite suivant le parallèle ajg»^ a son centre en 
(i, i') ; son rayon est égal à ia^. Considérons le cylindre circon- 
scrit à cette sphère et dont les génératrices sont perpendiculaires 
' au plan vertical; il touche la sphère suivant le grand cercle de 
front (9cpj, çVcp'j). Les points (e, e') et (s, ê'J communs h ce grand 
, cercle et au parallèle otj^j sont les points de contact cherchés ; la 
tangente en t' est perpendiculaire à i't'. 

Le parallèle minimum et le parallèle maximum fournissent 
les points du contour apparent vertical (y)', o), (t/^, o) (y, o) et 
(Vi» ^) pour lesquels la tangente est horizontale. * 

Les plans tangents dont les points de contact appartiennent au 
méridien horizontal sont de profil; ils fournissent les points 

{'-, ^'). (^u ^'.) et (Ç, ^'). (!;.. Vd- 

Il y a quatre points de l'intersection situés sur la courbe de 
contour apparent vertical projetée horizontalement suivant teot, . 

Ils sont projetés horizontalement aux points de rencontre w et $ 
de TÊOT, et de la circonférence c. Les plans auxiliaires dont les 
traces horizontales passent par w et Ç fournissent les points de 
Fintersection qui appartiennent au contour apparent vertical 
du tore. Ce sont les points (w, !•)'), (w, w',) et ($, $0» (ï» S'i)- Pour 
ne pas surcharger l'épure, nousr n'avons pas indiqué les rabatte- 
ments qui servent à déterminer .ces points. 

Le solide commun étant enlevé, toute la courbe est vue en 
projection verticale. 

Le développement de la portion de surface cylindrique qui 
limite le corps ne présente aucune difficulté. On prend (fig. 55) 
une longueur xu égale au développement de l'arc xmu de la 
circonférence c (flg. 54), et on porte sur les verticales des points 
ar, m, y,.... u des longueurs xX,, wM, etc., etc., égales aux cotes 
des points de l'intersection. La tangente en M, s'obtient en pre- 
nant, dans le sens convenable, m^^ = mO et en joignant Ô^M,. 

VI. TORE ET CÔNE. 

SO. Problème. — On donne vm tPlangle rectangle ABC 
situé dans le plan vertical; V hypoténuse, ^ù est verticale. 
Le sommet B à pour cote 0^,08; lé sommet G a pour cote 
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0™,20 et r angle B est égal à 30®. Du point A comme centre, avec 
un rayon égal à 0"',04, on décrit un cercle dans le plan du 
tnangle. 

On demande : 

1® De trouver Vintersection du cône engendré par le tnangle 
tournant autour de AB et du tore engendré par le ccfxle tournant 
autour deBG; 

2® De représenter le cône supposé plein et existant seul, en 
supprimant la partie de ce corps comprise dans le tore; 

3° De construire la tangente à Vintersection en un point quel- 
conque (Concours d'admission à TÉcole centrale — 1876; 
2' session). 

On obtient aisément les contours apparents des deux surfaces; 
le cône n'a pas de contour apparent horizontal (fig. 56). 

Le tore et le cône sont de révolution, et leurs axes se coupent 
en B ; nous emploierons alors, comme surfaces auxiliaires, des 
sphères décrites du point B comme centre. 

La sphère auxiliaire dont le contour apparent yertical est 
d^e't'g'i' coupe le tore suivant les deux parallèles [d'm^^, dmgm^ 
et [e'n'f, enfn^). Elle détermine dans le cône un parallèle projeté 
verticalement en h'n'm'i'\ les points m' et n' sont les projections 
verticales de quatre points de l'intersection : (w', m) [m', m^, 
(n', n) et (n', n J. ^ 

La tangente en [m\ m) s'obtient par la méthode du plan nor- 
mal. La normale au tore en (m', m) coupe Taxe de la surface au 
même point que la normale en (rf', d), c'est-à-dire au point (a', a) ; 
la normale en{m', m) est doncla droite (m'a', ma). La normale au 
cône coupe son axe au même point (P', p) que la normale en 
(A', h), c'est, par suite, la droite (m'^', m^). 

Le plan de front dg coupe le plan normal suivant (ap, a'f'), 
donc la projection verticale de la tangente à l'intersection en 
(m\ m) est la perpendiculaire m7' à a'P'. 

Le plan horizontal qui passe par le centre du tore détermine 
dans le plan normal la droite {k'V, kl), donc la projection hori- 
zontale de la tangente est la perpendiculaire mt à kl. 

Les sphères auxiliaires limites sont les sphères B|i.' et Bv' ins- 
crite et circonscrite au tore. 

La première donné les points (r', r) et (r', r^), et la seconde 
les points (s', s) et {s\ «J. 
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En r', la projection verticale de l'intersection est tangente à 
M'y', et en s' elle est tangente à x'y'. 

Les points situés sur Téquateur du tore se déterminent en 
prenant pour sphère auxiliaire celle dont le rayon est égal à By' ; 
ce sont les points [p', p) et (p', pi). 

La sphère auxiliaire Bô' fournit les points (^', q) et {q\ jj), 
appartenant au cercle de gorge. 

Les points qui appartiennent au contour apparent vertical du 
tore s'obtiennent en prenant successivement pour sphères auxi- 
liaires, Be et Be'j. La première fournit les points (n', n)et(n', n^), 
et la seconde donne (z', z) et {z\ z^). 

Honnées numépiques. 

Dans un cadre de 270°*"" sur 430°*"*, placer la ligne de terre 
parallèlement aux petits côtés du cadre et à 130°*" du côté infé- 
rieur. 

Titre extérieur : Intersection de surfaces. 

Titre intérieur : Tore et cône. 

St . Problème. — Déterminer Vinter section (Tun tore et d'un 
cône de révolution, 

Laxe du tore yy' (fîg. 57) est vertical à 0°,13 du plan vertical 
de projection ; le cercle méridien a 0™,055 de rayon y il est tan- 
gent à Vaxe du tore et au plan horizontal de projection. 

Le cône ttruche le plan horizontal suivant une génératrice («a, 
s'a') parallèle à la ligne de ten^e et rencontrant Vaxe du tore; son 
sommet (s, s') est à 0™,055 de Vaxe du tore et son angle au sommet 
est de 43°. 

On demande de représenter le cône supposé plein et' existant 
seuly en supprimant la portion de ce corps comprise dans le tore 
(Concours d'admission à l'École centrale — 1877, 2® session), 

1® Contours apparents. 

On détermine aisément les contours apparents du tore sur les 
deux plans de projection. 

Pour obtenir le contour apparent horizontal du cône, il suffit 
de mener par le point s des tangentes à la projection horizontale 
d'une sphère inscrite dans le cône. Nous avons choisi la sphère 
ayant pour centre le point (c', c), 

2® Choix des surfaces auxiliaires. 

Les axes des deux surfaces de révolution considérées se cou- 
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pant en {c\ c), nous emploierons des sphères ayant pow* centre 
commun le point {c\ c). 

3® Dét élimination d'un point quelconque de V intersection. 

Soit b'^'^\b\ la projection verticale d'une sphère auxiliaire. 

Cette sphère coupe le cône suivant un parallèle projeté verti- 
calement selon la droite d'd\, et elle coupe le tore suivant deux 
parallèles projetés verticalement, l'un en ^'^'i, Tautre en b'b\. 

Nous n avons d'ailleurs à considérer que ce dernier parallèle 
dont la projection verticale b'b\ coupe seule d'd\ dans rinlérieur 
du contour apparent vertical du cône. 

Le point m', commun aux deux droites d'd\ et b^b\^ est la pro- 
jection verticale de deux points de l'intersection projetés 
horizontalement, Tun en w, l'autre en rn^ sur la circonfé- 
rence bb^. 

La projection horizontale de Tintersection est symétrhjue par 
rapport à sa; le plan de front sa est, en effet, un plan principal 
commun aux deux surfaces. 

4° Tangente à l intersection en [m, m'). 

C'est la perpendiculaire au plan normal en (w, m') aux deux 
surfaces. 

La normale au tore en (m, m!) coupe Taxe yy' au même 
point (Z^, /) que la normale en (6', ô); c'est donc la droite 
(mr, mf). 

La normale au cône coupe Taxe (se, s^c') au môme point que 
la normale en [d\ rf) (laquelle est verticale), c'est-à-dire en {gf,g)\ 
la normale en (m, m') est, par suite, la droite [rn*g\ mg). 

Le pla^n de front sa coupe le plan normal suivant {fg'y fg), donc 
la projection verticale de la tangente à l'intersection en (w, m) 
est la perpendiculaire m't' à fg\ 

Le plan horizontal passant par le point {f,f) coupe la normale 
{m'g\ mg) en {h', A), donc [fh\ fh) est une horizontale du plan 
normal et, par suite, la projection horizontale est la perpendi- 
culaire mt k fh, 

5® Sphères auxiliaires limites. 

Pour qu'une sphère de centre (c', c) fournisse des points de 
l'intersection, il faut qu'elle coupe à la fois le tore et le cône. Il 
résulte de là que les sphères limites sont : 

1** La sphère de rayon c'/ tangente au tore suivant le parallèle 
(/'jo'/, Ipj) ; elle donne les points (p', p) et (/>', Pi). 
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L'intersection EPE, de cette sphère limite avec le cï^ne est tan- 
gente à l'intersection du tore et du cône eri (//, p) et en (//, p^) (5). 
D'ailjeurs, la tangente à la circonférence EPE, en {p\ p), par 
exemple, est projetée verticalement suivant la droite e'p'e\y 
donc la projection Verticale de l'intersection des deux surfaces 
est tangente à e'e\ en ;/. 

2° La sphère de rayon c'o)' tangente au cône suivant le parallèle 
projeté verticalement en w'o', ; elle fournit les points (^', q) et 
{q\ q\). L'intersection (yYi» TÎTi^i) ^^ cM(t sphère limite avec 
le tore est tangente à l'intersection cherchée en {q\ q) et en 
Wy îi)» donc la projection horizontale de l'intersection du tore 
et du cône est tangente en 7 et ^j à la circonférence y^iîi» ^^ sa 
projection verticale est tangente en q à yYi- 

6** Points remaj'quables. 

Outre les points situés dans les sphères limites et que nous 
venons de déterminer, il y a lieu de considérer : 

1"* Les points (r', r), (r', r^ appartenant au contour apparent 
horizontal du tore et obtenus au moyen de la sphère auxiliaire 
dont la projection verticale est la circonférence de rayon c'a'. 

2° Les points (t', i), {k\ k), (A:/, A-) et [s\ s) situés sur le contour 
apparent vertical du tore. 

3® Les points situés sur le contour apparent vertical du cône ; 
ce sont ceux qui appartiennent au contour apparent vertical 
du tore. 

4** Les points appartenant aux génératrices de contour appa- 
rent horizontal du cône. 

Ces génératrices touchent la sphère inscrite Cû aux points de 
l'équateur projetés horizontalement en 8 et 8,, et verticalement 
en 8' ; elles sont donc projetées verticalement suivant s'^' . La 
ligne de rappel du point x\ commun à s'8' et à la projection ver- 
ticale de l'intersection (tracée à l'aide des points connus), four- 
nit X et X, sur s8 et s8j : (a:, x') et (or,, x') sont les points cher- 
chés. 

Le tore étant enlevé, la partie du cône coupée et vue sur 
les deux plans de projection est projetée verticalement en 
«Y^Y^i'y's' et horizontalement en sqkq^s ; nous l'avons indiquée 
par des hachures équidistantes. Le solide restant est limité, dans 
cette partie, par les parallèles du tore qui s'appuient sur les arcs 
(iY«', ty*) et [i'^iVi tyj*), et sur l'intersection {s'q'k\ sqkq^). 
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Les autres hachures sont destinées à exprimer le relief de la 
partie du cône non entaillée par le tore. 

données niiinépiq[aes. 

Dans un cadre de 270"^™ sur 430°", placer LT parallèlement 
aux petits côtés et à 180"" du côté supérieur; prendre yy' à égale 
distance des grands côtés. 

Titre extérieur : Intersection de surfaces. 

Titre intérieur : Tore et cône. 

535. Problème. — Tore traversé par un trou conique 
(fig. 38). 

Tore : On a : 



o'iù = 55"", 00) =1 425"", oV = 70 



mm 



kmm 



Le rayon du cercle méridien est égal à 50" 

Cône : Cône de révolution dont Vaxe est parallèle au plan ver- 
tical et rencontre l'axe du tore; le sommet est en («, s'), os= 27""; 
le point s' est sur le cercle c' ; la génératrice s'a' qui forme if* 
contour apparent du cône sur le plan vertical est tangente au 
cerclée' en s'; la seconde génératrice de contour apparent s'b' est 
tangente à Vautre méridien en d'; Vaxe du cône est la bissectrice 
SF de l'angle DSA, il rencontre Vaxe du tore en K (Concours 
d'admissibilité à TÉcole polytechnique — 4876). 

Contours apparents. 

Le contour apparent vertical du cône est donné. 

Pour déterminer son contour apparent horizontal, considé- 
rons une sphère inscrite dans le cône ; celle dont le centre est le 
point (/, y) par exemple. Le rayon de cette sphère est égal à 
y'S', donc le contour apparent horizontal du cône se compose 
des deux tangentes menées du sommet s à la circonférence dé- 
crite du point Y comme centre avec un rayon ye égal à y'8'. 

La construction des contours apparents du tore ne présente 
aucune difficulté. 

Surfaces auxiliaires. 

Les deux surfaces sont de révolution et leurs axes se coupent 
en (&', k) ; nous emploierons alors des sphères ayant pour centre 
commun le point {k', k). 

Détermination d'un point quelconque de V intersection. 
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La sphère auxiliaire dont le contour apparent vertical est 
^Sf^\9\ coupe le tore suivant les deux parallèles [€!m'n'e\, 
emne^n^ et [g'p^g'iy 9P9iP\)\ ^Uc détermine dans le cône deux 
parallèles projetés verticalement en h'm'i' et h\n'p'i\. 

Le parallèle HI du cône coupe le parallèle EE, du tore en 
(m', m) et (m', m,); le parallèle Hj!, du cône coupe Içs deux 
parallèles EEj et GG, du tore en (n', «), (n\ « J et (p', p), {p\ p,) : 
ces six points appartiennent à l'intersection cherchée. 

Tangente à V intersection en {m, m'). ' 

La méthode du plan normal fournit aisément la tangente en 
{m, m'). 

La normale au tore en ce point est (w'P', m^) et la normale au 
cône est (mV, wa). D'ailleurs, (a'p', a^) est une ligne de front du 
plan normal ; donc, la projection verticale de la tangente en 
(m', m) est la perpendiculaire m't' à a'^'. 

Le plan horizontal mené par le centre du tore coupe le plan 
normal suivant l'horizontale (Z'g', Iq) ; menons la perpendicu- 
laire mt à Içy mt est la projection horizontale de la tangente. 

Sphères auxiliaires limites. 

Les sphères limites sont : 

i** La. sphère AV, inscrite dans le tore, qui fournit les points 
(v', v)et(v', V,); 

2" La sphère iV, circotiscrite au tore, qui donne les points 
{a/ y x) et {x^y x^). 

En chacun de ces points, le parallèle déterminé dans le cône 
par la sphère auxiliaire correspondante est tangent à Tintersec- 
tîon des deux surfaces. 

Points remarquables. 

Les points situés sur le contour apparent horizontal du tore 
sont fournis par les sphères auxiliaires de rayons k'\L! et A*' a',. 

Les points qui appartiennent au contour apparent vertical du 
tore sont : 4® les points {s\ s), (y', y) et {d\ d) fournis par le plan 
de front mené par le centre du tore ; 2** les points {tz\ ^), (ir', t^^ 
et (p', p), (p', pi) fournis par la sphère auxiliaire AV ; 3** les points 
(?'» ?)> (?'» ?i) obtenus en considérant la sphère auxiliaire /fVj. 

Les points situés sur le contour apparent vertical du cône 
sont (s', s), (y', y) et [d'y d). 

Quant aux points qui appartiennent aux génératrices de con- 
tour apparent horizontal du cône, on les obtient avec une ap- 
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proximation suffisante en menant les lignes de rappel des 
points «y et <?' où la projection verticale s't de ces génératrices 
coupe la projection verticale de Tinterseclion tracée à l'aide des 
points déjà obtenus. 

Données numériques. 

Dans un cadre de 270""" sur 430"™, on placera la ligne de terre 
parallèlement aux petits côtés du cadre et à 250"" du côté infé- 
rieur. On prendra la ligne de rappel oo' à égale dislance des 
grands côtés. 

Titj^e extérieur : Intersection de surfaces. 

Titre intérieur : Tore et Cône. 

53. Problème. — On donne un losange ABGD dont la dia- 
gonale AOC est égale à 20*=" et la diagonale BOD à là''™; le plan 
du losange est ho?nzontal et situé à S""" au-dessus du plan hori- 
zontal de projectiofi; le côté AB est dans le plan vertical de pro- 
jection (fig. 59). 

Le losange j en touimant autour de la diagonale AG, engendre 
un double cône. 

Le cercle circonscrit au triangle COD, en tournant autour de 
AB, engendre un tore. 

On demande de représenter le double cône, supposé. plein et 
existant seul, en supprimant la partie de ce corps située au- 
dessous du plan horizontal de projection, ainsi que la partie com- 
prise dans le tore (Concours d admission à l'École polytechnique 
— 1878). 

Contouj^s apparents. 

On obtient aisément les projections abcd et 6'rf' du losange 
considéré. 

Ce losange est le. contour apparent horizontal du double cône. 

Pour déterminer son contour apparent vertical, considérons 
la sphère inscrite dont le centre est (o, o'). Le rayon de cette 
sphère est égal à ow ; décrivons alors du point o' comme centre 
avec 00) pour rayon une circonférence, et menons à celte cir- 
conférence les tangentes b'af, b'<x\ et d'P', d'P\ ; ces tangentes 
constituent le contour apparent vertical du double cône. 

Le cercle méridien du tore est {cod, c'o^d^). 

Surfaces auxiliaires. 

Nous emploierons des sphères ayant pour centre commun le 
point de rencontre [b, b') des deux axes. 
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Détermination dun point quelconque de V intersection. 

La sphère auxiliaire de rayon be détermine dans le cône BAC 
un parallèle projeté horizontalement selt)n la droite ef. Elle 
détermine dans le tore deux parallèles projetés horizontalement 
suivant les perpendiculaires menées des points g Qi h h\di ligne 
de terre ; les points n et /?, communs à ces perpendiculaires et à 
la droite ef, sont les projections horizontales de quatre points de 
l'intersection cherchée. 

Rabattons le plan vertical ef (plan du parallèle du cône) sur 
le plan horizontal a'b' ; nous aurons en nn^ et pp^ les cotes des 
points N et P par rapport au plan horizontal a'b' ; les projections 
verticales de ces points s'obtiendront alors en prenant yw' = yv' 
zz: wrij et 8/?' = Stî' = pp^, 

La sphère de rayon bi fournit, d'une manière analogue, les 
points {m, m') et (m, ^) appartenant à l'intersection du tore et 
du cône DAC. 

Tangente en (m, m'). 

Nous appliquerons la méthode du plan noi^maL 

La normale au tore en (m, m') coupe Taxe au môme point (/, /') 
que la normale en (^", h')\ la normale en (w, m') est, par suite 
(m/, mT). 

La normale au cône DAC en (m, m') coupe Taxe de la surface 
au môme point (r, r') que la normale au point projeté horizon- 
talement en q; c'est donc la droite (mr, mV). 

D'ailleurs, [Ir, Vr') est une horizontale du plan normal ; donc 
la projection horizontale de la tangente en (w, m!) est la perpen- 
diculaire mth Ir, 

Le plan de front qui passe par le point (r, r') coupe le plan 
normal suivant (rs, r's'); par suite, la projection verticale de la 
tangente en (m, m') est la perpendiculaire m't^ à r's'. 

Points remarquables. 

Les sphères auxiliaires limites sont, pour le cône BAC, les 
sphères de rayons ba eibt. 

La sphère de rayon ba fournit les points (t/, «'), (u, u') et (c, &). 
La sphère de rayon ôe, inscrite dans le tore, donne les points 
(t?, v') et (v, <p') ; en v, la projection horizontale de la tangente à 
Tintersection se confond avec la projection horizontale du 
parallèle du cône. 

Les points situés sur le contour apparent horizontal du double 
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cône sont (c, c') et (x, x') ; ils appartiennent aussi au contour ap- 
parent horizontal du tore. 

Les points (y, y') et (y, y',) appartenant au contour apparent 
vertical du cône BAC s'obtiennent avec une approximation suf- 
fisante en relevant les points où la projection horizontale éa de 
ces génératrices rencontre la projection horizontale de Tinter- 
section tracée à Taide des points connus. 

Le plan horizontal de projection coupe le cône DAG suivant 
une branche d'hyperbole >.OyjÇ dont on obtient le sommet r^ en 
rabattant le plan vertical do sur le plan horizontal 6'd' ; on prend 
OT =1 (ùo'y on mène la parallèle rrij à od et la perpendiculaire tijT 
à do. 

La génératrice de contour apparent vertical (d'9', rfô) fournit 
le point 6; 60' est tangente en 6 àThyperbole ^6t,Ç. 

Les points ^ et ^ s'obtiennent en rabattant le plan vertical ac 
sur le plan horizontal a'ô'; on prend ow, =i wo', on mène par le 
point (ù^ la parallèle l^^^ à ac et on trace les perpendiculaires XjÀ 
et KiK à ac. 

Pour déterminer deux points quelconques, 1 et 2, de cette 
hyperbole, il suffît de rabattre, comme 1 indique la figure, le 
plan vertical 4, 2, sur le plan horizontal a'é'. 

La trace horizontale du cône BAC est une hyperbole Î8,X iden- 
tique à rhyperbole ^[lO).. 

Données numériques. 

Dans un cadre de 270°" sur 430"'"', on placera la ligne de 
terre parallèlement aux petits côtés et à 225"*° du côté inférieur. 
On prendra la ligne de rappel oo^ h égale distance des grands 
côtés du cadre. 

Titre extérieur : Intersection de surfaces. 

Titre intérieur : Tore et double cône. 

Vil. DEUX TORES. 

54t. Problème. — On donne dans un plan un cercle Z et 
deux droites OA et OB qui se coupent en (fig. 60). On fait tour- 
ner Z autour de OA, puis autour de OB. Trouver la projection de 
Vintersection de ces deux surfaces sur le plan AOB (Concours 
d'admission à l'École polytechnique, 1881 — Examen oral). 

Les axes OA et OB des deux tores ZZj et ZZ, engendrés par le 
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cercle Z se coupant en 0, nous emploierons, pour déterminer 
l'intersection des deux surfaces, des sphères ayant pour centre 
commun le point 0. 

Soit SySiYi ^* projection horizontale d'une sphère auxiliaire. 

Cette sphère détermine dans le tore ZZ^ deux parallèles pro- 
jetés horizontalement suivant les droites yq et 8n. Elle détermine 
dans le tore ZZj deux parallèles projetés selon y^q et Sjn ; les 
points communs à ces parallèles appartiennent à l'intersection 
cherchée. 

Les parallèles -{q et ^^n se coupent en deux points. BetBj, 
symétriques par rapport au. plan horizontal AOB, et projetés 
liorizontalement au point b commun aux droites yq et ^^7^. Les 
parallèles yq et Yj^ sont tangents en q, et les parallèles 8n et 
^^n sont tangents en n. La sphère considérée aonne donc les 
quatre points B, Bj, y et n; ces deux derniers appartiennent au 
cercle Z qui fait d ailleurs partie de Tintersection des deux 
surfaces. 

Les sphères auxiliaires limites sont les sphères Oa et Oh cir- 
conscrite et inscrite aux deux tores ; elles fournissent respective- 
ment les points a et A. 

La sphère 0/ donne les points E, E, et t appartenant au 
parallèle tE de contour apparent horizontal du tore ZZ^ et le 
point k. 

La sphère 0/ fournit les points F, Fj et j situés sur le paral- 
lèle j>F de contour apparent horizontal du tore ZZ, et le point u. 

La sphère auxiliaire 0?' donne, outre les points r et m, les 
points G et C^. La sphère 0/ détermine les quatre points D, Dp 
/ et s. 

La tangente à Vintersection au point G s'obtient facilement par 
la méthode du plan normal. La normale au tore ZZ^ en G coupe 
l'axe au même point que la normale en r, c'est-à-dire en p. La 
normale en G au tore ZZ, coupe Taxe OB au môme point a que la 
normale en m, 

La droite a^ est la trace horizontale du plan normal en G, 
donc la projection horizontale de la tangente en G est la perpen- 
diculaire cô à a^. 

L'intersection des deux tores se compose de la circonférence Z 
et de la courbe a BGDEF h Y^Efififi^a, symétrique par rap- 
port au plan AOB et projetée sur ce plan suivant abcdefh. 
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Données numépiqnes. 

Dans un cadre de 270™" sur 430™°, on prendra le point au 
milieu du cadre. OZ = 77^111^ ^^ rayon de la circonférence Z 
vaut 46"^™ et les distances du centre Z aux deux droites OA et OB 
sont, respectivement, 74™™ et Go™™. 

Titre extérieur : Intersection de surfaces. 

Titre intérieur : Tores. 

&&. Problème. — Par un point (<i), w') situé dans le premier 
dièdre à 100™™ de chacun des plans de projection, on conduit une 
parallèle à la ligne de terre et une verticale (fig. 61). 

La parallèle à la ligne de terre est Vaxe d\m to7^e dont le 
cercle méridien (0, 0') tangent à cet axe en (w, w') a 45°™ d^ 
rayon, 

La verticale est Vaxe d^un autre tore concentrique au premier 
et dont le rayo7i du cercle méridien (0,, o'j), égal à celui de son 
collier, vaut 30™™. 

On demande de construire les deux projections de F intersection 
des surfaces ainsi définies (Concours d'admission à l'École cen- 
trale— 1880, 2« session). 

On déduit aisément des données que les cordes méridiens des 
deux tores sont tangents en (e', e). 

Cela posé, la détermination des contours apparents des deux 
surfaces ne présente aucune difficulté. 

1** Surfaces auxiliaires. 

Les deux surfaces considérées sont de révolution et leurs axes 
se coupent en (co, w') ; nous emploierons donc des sphères ayant 
pour centre commun le point (w, w'). 

2® Détermination d'un point quelconque de V intersection. 

La sphère auxiliaire (w'm', ww) coupe le tore C^C^ suivant deux 
parallèles projetés verticalement en u'v' et u\v\, et, horizon- 
talement, selon la circonférence ubkv. Cette même sphère déter- 
mine dans le tore C'C les deux parallèles [u'^v\, xy) et {u\v\. 

^i Vi)' 
Les points (ô', 6), (A', b,), {j'y à), (/, é,), (A', k) {k\ k,), {t\ k) et 

(<', k^ sont huit points de Fintersection cherchée. Us sont symé- 
triques deux à deux par rapport au plan horizontal, au plan de 
front et au plan de profil qui passent par le centre («, «') des 
deux tores. 
3® Tangente à l intersection en b. 
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Nous appl?querons la méthode du plan normaL 
La normale en (6, b') au tore CjCi rencontre son axe au même 
point (a', a) que la normale en (i/, u) ; la normale en (ô, 6') est 
donc (^a, b'oi'), La normale en [b, b') au tore GC coupe son axe 
au môme point (^\ P) que la normale en (m'j, m^). (a'p>', afi) est 
une ligne de front du plan normal en (6, b') aux deux tores, donc 
la projection verticale de la tangente cherchée est la perpendi- 
culaire ^'6' à a' ^'. 

Le plan horizontal qui passe par le point (w, w') coupe le plan 
normal vsuivant la droite (i^Y» ?ï)> donc la projection horizon- 
tale de la tangente à l'intersection en [b\ b) est la perpendicu- 
laire ôO à ^Y- 

Déterminons maintenant les points remarquables de Tinter- 
section. 

4"^ Points situés sur le contour apparent vertical du tore CjC^ 
On les obtient en prenant pour sphère auxiliaire la sphère 

Elle fournit les points {c\ c), (c', c,), (/', t), (/', /,), {i', c), [i\ c,), 
{s\ /), et (s', /,). 

Il faut y joindre les quatre points (e', c), [g', e), [n', n) et [c'y n) 
qui appartiennent aussi au contour apparent vertical du tore CC. 
En chacun de ces quatre points, les deux tores sont tangents. 

5® Points appartenant au contour apparent vertical du tore CC. 

On les détermine en considérant la sphère auxiliaire (w'e', we). 
Les points cherchés sont : (d', rf), {d\ rf,), (m', w), (w', mj, (A', rf), 
(A', c/,), (;•', 7n) et (i-', mj. 

6° Points situés sur le contour apparent horizontal du 
tore Cfi\. 

Il faut considérer successivement les deux sphères (wV, wv) et 

La sphère (<o'v', wv) est tangente au tore Cfi\ suivant le cercle 
de gorge (v'v'j, v/v^) et coupe le tore CG suivant les deux paral- 
lèles (?Yi» /yi) et (^};'^};',,/>;?i); les points cherchés sont donc (/^,/), 
(f , A). (P', P) et {p', />,). 

La sphère (w^'j ^P-) est tangente au tore Cfi\ suivant Téqua- 
leur ([a'[i.'j, |i[ti) et au tore CC suivant son équateur projeté 
verticalement en wVj ; elle fournit les points (a', a) et (a', aj. 

Ces deux points sont des points doubles de l'intersection. 

7** Construction des tangentes au point double (a', a). 
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Nous allons chercher Téquation de la projection verticale de 
l'intersection . 

Prenons pour plan des xy, des xz et des yz, le plan horizontal, 
le plan de front et le plan de profil qui passent par le centre 
(w, 0)') des deux tores. 

En désignant par r le rayon du cercle C,C'j et par / la dis- 
tance de son centre (Oj, o\) à Torigine des coordonnées (w, w';, 
l'équation du tore G^'Ci est 

(/r«T7' — if + 2» = r« (A) 

En désignant le rayon du cercle CC par r', Téquation du tore 
dont Taxe est parallèle à la ligne de terre est 

(VsM^ — r'Y + x^z=z r'* (B) 

faisant / z= 60, ;• = 30 et r' =: 45 

les deux équations précédentes deviennent 

xâ + y» + 5« — 120Vx*Ty* + 2700 = (AJ 

et 

x^ + If + z^^^yf^rr? = Q (B.) 

L'équation de la projection de Tintersection sur le plan de 
front xoz (projection égale à la projection verticale de l'intersec- 
tion) s'obtient en éliminant y entre les équations (A,) et (B,). 

On trouve aisément 



(16z* — ^x^f + { 296002* — 64800J?» = (C) 

L'équation qui représente le système des tangentes à l'origine 
s'obtient en égalant à zéro l'ensemble des termes du degré le 
moins élevé ; cette équatiçn est donc 

25» — ;r» = 
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OU 



a:- 



Il résulte de là que, pour obtenir les projections verticales 
des tangentes en [a\ a), il suffît de prendre 

m 

et de joindre a'p' et a'^\. Les deux tangentes sont projetées hori- 
zontalement suivant la parallèle à LT menée par le point a. 

Données numériques. 

Dans un cadre de 270"*" sur 430"™, on prendra LT parallèle- 
ment aux petits côtés et à égale distance de chacun d'eux. On 
placera la ligne de rappel ww' à égale distance des grands côtés 
du cadre. 

Titre extéineur : Intersection de surfaces. 

Titre intérieur : Tores concentriques. 



VIII. UYPERBOLOÏDE DE RÉVOLUTION A UNE NAPPE ET SPHÈRE. 

&B. Problème. — Intersection d'une sphère et d'un hypei^- 
boloîde de révolution aune nappe définis de la manière suivante : 

Laxe de Vhyperboloîdi est vertical, la plus courte distance de 
la génératrice à cet axe est de io millimètres et l'angle que fait la 
génératrice avec l'axe est de 45**. 

La sphère passe par le centre du cercle de gorge, elle a son 
centre sur rhyperboloïde, à 3 centimètres du plan du cercle de 
gorge et dans le plan méridien parallèle au plan vertical de 
projection. 

On construira la tangente en un point de la courbe d'intersection 
(Concours d'admission à l'École centrale — 1862). 

Hyperboloîde. — Soit [oz, o'z') Taxe de Thyperboloïde (fig. 62). 
La projection horizontale du collier de la surface est la circon- 
férence décrite du point o comme centre, avec un rayon égal à 
15™"*. La génératrice de Thyperboloïde, lorsqu'elle est parallèle 
au pian vertical, se projette horizontalement suivant la droite hg 

9 
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tangente au cercle oh et parallèle à LT ; et, verticalement, sui- 
vant A'^', faisant un angle de 45° avec la ligne de terre. La trace 
horizontale de la surface est le cercJe de centre o et de rayon og, 
et son contour apparent vertical est Thyperbole ayant pour axe 
transverse b'd' et pour asymptotes g' h' et Vn' (Voir notre Coun, 
II® vol., 2® fasc, chapitre VII). 

Sphère. — Le plan horizontal P', mené à 3*^ au-dessus du plan 
du cercle de gorge, coupe Thyperboloïde suivant le parallèle 
décrit par le point (e', e) de la génératrice (/A', gh). Ce parallèle, 
projeté horizontalement suivant la circonférence de centre o et 
de rayon oe, coupe le méridien principal de Thyperboloïde 
en (c, c') : le point (c, c') est le centre de la sphère considérée. 
Puisque cette sphère passe par le centre du cercle de gorge, son 
ra^'on est égal à c'o' ; ses contours apparents sur les deux plans 
de projection sont alors les circonférences décrites des points e' 
et c comme centres avec un rayon égal à c'o'. 

PFemièFe méthode. — Pour déterminer Tintersection de 
rhyperboloïde et de la sphère, observons que, la sphère étant de 
révolution autour de la verticale qui passe par son centre (c', c). 
les deux surfaces ont leurs axes parallèles et perpendiculaires 
au plan horizontal. On peut alors employer, comme surfaces 
auxiliaires, des plans horizontaux. 

Le plan horizontal R' (fig. 63) coupe Thyperboloïde suivant le 
parallèle décrit par le point {f, /), et, la sphère, suivant le 
parallèle {d'e\ dm em^) ; les points {m, m') et (m,, !«'),• commiins 
à ces deux parallèles, appartiennent à l'intersection cherchée. 

La tangente à Vintersection en (m, m') est Fintersection des 
plans tangents en ce point aux deux surfaces. Le plan tangent 
à rhyperboloïde en (m, m!) est déterminé par les génératrices de 
systèmes difTérents qui passent par (m, m'). Ces génératrices 
sont projetées horizontalement suivant les tangentes mh^g^^ et 
mhj,^ au cercle ab. D'ailleurs, le point (m', m) étant au-dessus du 
plan du collier, la génératrice de système GH a sa trace hori- 
zontale en ^, et la génératrice de système LN a sa trace horizon- 
tale en /, (voir notre Cours y W vol., 2® fasc, chap. VII, § II). 
I^ trace horizontale du plan tangent en (m, m!) à rhyperboloïde 
est, par suite, gjy. 

Le plan tangent à la sphère en (m, m!) est perpendiculaire à 
(cfw, c'm!), La trace horizontale de la ligne de front de ce plan 
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menée par (m, m!) n'étant pas dans les limites de Tépure, nousavons 
considéré le cône circonscrit à la sphère suivant le parallèle (c/me, 
d'e'). Le plan tangent à la sphère en (m, m') contient la généra- 
trice [s'rn\ cm)\ la trace horizontale 8 de cette génératrice appar- 
tient à la trace horizontale du plan tangent qui est, dès lors, la 
perpendiculaire 6f à cm. 

Le point t, commun aux traces horizontales gj^ et 8; des deux 
plans tangents est la trace horizontale de la tangente à Tinter- 
section en (w, m'). Cette tangente est, par suite, la droite 
{tm, t'm'). 

On pourrait employer la méthode du plan normal (voir ci- 
dessous : Deuxième Méthode). 

6*7. Deuxième méthode. — La sphère étant de révolu- 
tion autour d'un quelconque de ses diamètres, on peut prendre 
pour axe de la sphère donnée la droite qui joint son centre {c\ c) 
à un point quelconque (î', i) de Taxe de Thyperboloïde (fîg. 64). 

Les deux surfaces ont alors leurs axes concourants, et Ton 
peut employer, comme surfaces auxiliaires, des sphères ayant 
pour centre commun le point (r, i). 

La sphère auxiliaire de rayon i'd' coupe la sphère donnée sui- 
vant un cercle projeté verticalement selon la droite d'e'. Elle 
coupe l'hyperboloïde suivant les parallèles [fm'k'^ fmk) et 
iu'n'p\ unp). Les points {m'y m), (m\ mj, (n', n) et (n', n,) sont 
quatre points de l'intersection cherchée. 

La tangente en (w, m') peut s'obtenir par la méthode du plan 
normal. 

La normale à la sphère en (m, m') est la droite [cm, c'm'), 

La normale à l'hyperboloïde en (m, m') coupe Taxe de la sur- 
face au môme point que la normale en (f, /). Pour construire 
cette dernière normale, menons par f une parallèle fv' hg'h\ 
prenons vV zz: v'h^ et joignons r^f ; r'f est tangente en f k l'hy- 
perbole fc'u'j donc la normale en (Z^, f) est projetée verticale- 
ment suivant la perpendiculaire f tù' ar'f; sa projection hori- 
zontale est fo. 

((t)V, oc) est une ligne de front du plan normal aux deux sur- 
faces en (m, m'), donc la projection verticale de la tangente à 
l'intersection en (m, m') est la perpendiculaire m'/;' à «'c'. 

Le plan de l'équaleur de la sphère coupe le plan normal sui- 
vant la droite (c'a', ra) : la projection horizontale de la tan- 
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génie à l'inlerseclion en [m, m') est la perpendiculaire mt à c». 

Remapqne. — Nous avons obtenu les parallt;les d'intenec- 

tion de la sphère auxiliaire ti\ t) avec l'hyperboloïde à l'aide des 
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points (f et m') communs aux contours apparents verticaux des 
deux surfaces. 

On peut se dispenser de construire le contour apparent vertical 
de l'hyperboloïde, en déterminant les pointe de rencontre de la 
sphère avec la génératrice principale [gh, g'h') de l'hyperboloïde 
(lig. 03). 

Le plan de front gk coupe la sphère (t, t') suivant la circouré- 
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rence [Ihq, l'a'P'). Les points communs à la sphère (t, t') et à la 
génératrice {ghy g' h') sont donc projetés verticalement en a' et 
en P'. Ils appartiennent aux parallèles communs à la sphère {i, i') 
et à rhyperboloïde ; ces parallèles sont par suite [aJn'p', pnun^) 
et(pV/c', fmkm,). 

Les points de l'intersection cherchée, situés sur ces parallèles, 
sont : ( n n\), [n\ n,) et {m\ m), {m\ w,). 

R8. Troisième métliode. — On peut encore prendre, 
pour surfaces auxiliaires, des sphères inscrites dans Ihyperbo- 
loide [{:v^, 62). 

Conslruisons, comme nous venons de l'expliquer (2° Méthode), 
la normale ftù' à l'hyperbole fc'd'a\, et considérons la sphère 
inscrite ayant pour centre le point (w', o). 

Cette sphère touche l'hyperboloïde suivant le parallèle 
[fm'k\ fmk) et coupe la sphère donnée {c\ c) suivant une cir- 
conférence projetée verticalement selon la droite r' s'. Le point m' 
commun aux deux droites fm'k' et r'm's\ est la projection ver- 
ticale de deux points de l'intersection projetés horizontalement 
en m et m^ sur la circonférence fmk. 

De plus, en vertu du théorème des surfaces inscrites (5), la 
droite r'm's' est tangente en m' à la projection verticale de Vin- 
t€2*section de V hyperboloide et de la sphère, 

La projection horizontale de la tangente à l'intersection en 
(w, m') s'obtient comme précédemment (2° Méthode); c'est la 
perpendiculaire mt à la droite ca, 

La sphère inscrite suivant le parallèle (cV, cpu) donne les 
points de l'intersection (p', p) et (p', />,), appartenant au contour 
apparent horizontal de la sphère. 

La sphère inscrite suivant le cercle de gorge [b'd', bvd) four- 
nit les points [v\ v) et (v', u,) situés sur le contour apparent hori- 
zontal de rhyperboloïde. 

Sommet de la projection verticale. — Les deux surfaces consi- 
dérées sont du second degré et de révolution ; Tune de ces sur- 
faces est une sphère, donc la projection de leur intersection sur 
le plan OZG est nne^ parabole (voir notre Cours, !!• vol., 2* fasc, 
no 136). 

Le plan OZC étant de front, la projection verticale m'p'v' de 
Vintersection est une parabole; on sait, de plus, que Taxe de cette 
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parabole est perpendiculaire à o'js'. Il résulte de là que la tan- 
gente au sommet est parallèle à o>z' , 

Or, la tangente r'%^ en un point quelconque m! de la projection 
verticale est perpendiculaire à c'w' ; donc, pour que" la tangente 
soit parallèle à o'z\ il faut prendre le point w' au pied de la per- 
pendiculaire menée de d à oV, c'est-à-dire en p'. 

La sphère auxiliaire inscrite dont le centre est projeté verti- 
calement en p' touche Thyperboloïde suivant le parallèle {^^, 
yarSoPj) et coupe la sphère donnée suivant une circonférence pro- 
jetée verticalement en p-Vv' : a?' est le sommet de la projection 
verticale de l'intersection et Sy en est Yaxe, 

Données numépiques* 

Dans un cadre de 270"" sur 430"", on placera la ligne de terre 
parallèlement aux petits côtés et à 200"" du côté inférieur. On 
prendra la ligne de rappel oo' à égale distance des grands côté^^ 
du cadre, et le point o à 85"" de la ligne de terre, hg =. 90"". 

Titre extérieur : Intersection de surfaces. 

Titre intérieur: Hyperboloïde et sphère. 

59. Problème. — On donne deux points A et B situés sur 
une droite verticale; le point A est à 0",06 au-dessus du plan 
horizontal de projection et le point B à 0",02 au-dessus du point A 
(fig. 66). 

La verticale AB est Vaxe d'un hyperboloïde de révolution ; le 
cercle de gorge a pour centre le point A et pour rayon 0",04 ; /^ 
parallèle P, qui a pour centre le point B a son rayon égal 
à 0",05. 

On prends sur le cercle P, un point C tel que le rayon BC so'il 
incliné à 45° sur le plan vertical de projection; puis, on décrit 
une sphère ayant pour centre le point G et pour rayon 0",08. 

On demande de représenter le solide compris entre la surfacp^ 
de r hyperboloïde, le plan du parallèle P et le plan horizontal de 
projection, en supposant enlevée la partie de ce corps qui est 
comprise dans la sphère (Concours d'admission à TÉcole poly- 
technique — 1877). 

Contours apparents. 

Le cercle de gorge de l'hyperboloïde est projeté horizontale- 
ment suivant la circonférence dhe décrite du point a comme 
centre avec un rayon de 0",04, et, verticalement, suivant la 
parallèle d'h^e' à la ligne de terre. 
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La génératrice principale est projetée horizontalement suivant 
la droite gh tangente à la circonférence de et parallèle à LT. 
Pour déterminer la projection verticale de cette génératrice, 
remarquons qu'elle coupe le parallèle (P, P') en un point projeté 
horizontalement en /" et, verticalement, à Fintersection f de la 
ligne de rappel du point f avec la droite P' ; joignons fh\ c'est 
la projection verticale de la génératrice principale. 

Déterminons la trace horizontale [g\ g) de [fh\ fh). Le cercle 
décrit, dans le plan horizontal, du point a comme centre avec ag 
pour rayon est la trace horizontale de Thyperboloïde. 

On déduit aisément de là le contour apparent vertical de la 
surface. 

Les contours apparents de la sphère sont deux circonférences 
décrites des points c' et c comme centres avec un rayon de 0*,08. 
La sphère est d'ailleurs tangente au plan horizontal en c. 

Surfaces auxiliaires. 

Nous couperons les deux surfaces par des plans horizontaux. 

Détermination d'un point quelconque de l'intersection. 

Le plan horizontal Q' détermine dans Thyperboloïde le paral- 
lèle (S'm', ômwj et, dans la sphère, le parallèle (e'm'fi', tm[Lm^), 

Les points (w, m') et (iWj, m',), communs à ces deux parallèles, 
sont deux points de Tintersection cherchée. 

Tangente à Vintersection en (m, m!). 

Nous la construirons par la méthode du plan normal. 

La normale à Thyperboloïde en [m, m') coupe Taxe de la sur- 
face au môme point que la normale en (n, ir'). Menons la paral- 
lèle ff'v' à lasymptote Vh' ; prenons, sur Tasymptote g' h', la 
longueur v'p' égale à A'v' et joignons pV. p'ir' est tangente en ir' à 
rhyperbole e'Tz'k\, donc la projection verticale de la normale à 
rhyperboloïde en («', ir) est la perpendiculaire -n'i' à pV.- La nor- 
male à rhyperboloïde en {tn, m') est alors {i'm\ im). 

La normale au cône est {c'm', cm). 

Le plan horizontal P' coupe le plan normal CIM suivant la 
droite (cY, cy) : la projection horizontale de la tangente à Fin- 
tersection en (m, w') est la perpendiculaire mt à rf. 

Le plan de front ce détermine dans le plan CIM la droite 
(c^, c'P') ; la projection verticale de la tangente est la perpendi- 
culaire wY à c'^'. 

Points remarquables. 
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Ce sont : 

1* Les points («, n') et («,, n\) situés sur Téqualeur de la 
sphère. 

2** Les points {q, q') et (</,, q\) qui appartiennent au cercle de 
gorge de l'hyperboloïde. 

S'' Le poinl le plus bas (r, r') situé dans le plan vertical de 
symétrie ac. On fait tourner ce plan autour de la verticale AB 
jusqu'à ramener à coïncider avec le plan du méridien principal 
de rhyperboloïde. Le centre (c, c') de la sphère vient en (Cj, c\^ 
et le cercle déterminé dans la sphère par le plan vertical ac se 
projette verticalement, après la rotation, suivant le cerclé c' y^ 
décrit du point c\ comme centre avec un rayon de 0", 08. 
D'autre part, Tintersection du plan vertical ac avec l'hyperbo- 
loïde se confond, après la rotation, avec le méridien principal 
de rhyperboloïde, donc le point le plus bas est projeté verlica- 
lement, après la rotation, à l'intersection de la circonférence 
c\r\ avec Thyperbole c\d'k' ; sa projection horizontale est r,, 
sur ak. 

On en déduit (r, v') en ramenant le plan de symétrie dans sa 
première position ac. 

4** Le point («', s) situé sur le contour apparent vertical de 
rhyperboloïde et déterminé au moyen du plan de front au, 

S** Les points (u, v') et [x, x') appartenant au contour apparent 
vertical de la sphère. On les obtient, avec une approximation 
suffisante, en menant les lignes de rappel des points v et x où la 
droite t^ est coupée par la projection horizontale de l'in- 
tersection. 

Oonnées numériques. 

Dans un cadre de 270"" sur -430"", placer LT parallèlement 
aux petits côtés et à 210"" du côté inférieur. 

Prendre le point a à égale distance des grands côtés du cadre, 
et aa =: 75"". 

Titt^e extérieur : Intersection de surfaces. 

Titre intérieur : Hyperboloïde et sphère. 

SO. Problème. — On propose de construire les projections 
des lignes d'intersection d^un hémisphère et des faces d*un cube 
avec un hyperboloïde de révolution à wte nappe (fig. 67). 

Le cube, dont le côté a 0", 20 de longueur^ dont la face infé- 
rieure et la face postérieure sont respectivement situées dans les 
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deux plans de projection, contient entièrement V hémisphère ; cet 
hémisphère a pour base le cercle (o, o') inscrit dans la face anté- 
rieure du cube. 

L hyperboloide a son axe vertical OA à 0™, 135 du plan ver- 
tical de projection et à égale distance des faces de profil du cube; 
la cote du centre A de cette surface est 0", 132 ; les rayons de son 
collier et de sa trace horizontale ont respectivement 0™, 035 et 
0", 100 de longueur. 

Dans la mise à Vencre, on supposera que le cube existe seul, 
qu'il est solide et qu'on a enlevé la partie de ce corps comprise 
dans l'hémisphère et dans V hy perbololde (Concours d'admission 
à l'École centrale — 1881, 1" session). 

En menant au cercle «6, projection horizontale du collier, 
une tangente cbd parallèle à LT et en joignant c'a' et d'à', on 
obtient les génératrices principales des deux systèmes de 
rhyperboloïde. 

Pour déterminer un point quelconque de l'intersection de 
rhémisphère et de Thyperboloïde, coupons les deux surfaces 
par un plan horizontal P'. 

Ce plan coupe l'hyperboloïde suivant la circonférence décrite 
parle point (e', e) de la génératrice p»rincipale [cb, c'a') et l'hé- 
misphère selon la demi-circonférence [fm'g', fmg). Les points 
(w, m') et (n, n') communs aux deux circonférences appar- 
tiennent à l'intersection des deux surfaces. 

La tangente en [m, m') s'obtient aisément par la méthode du 
plan normal. On construit comme aux n®" précédents (57 et 59) 
la normale {P'm\ ^m) à l'hyperboloïde ; (P', ^) est le point où la 
normale en (a', a) coupe l'axe de la surface. La normale à la 
sphère en [m, m') est (owi, o'm'), La trace horizontale du plan 
normal est yS, donc la projection horizontale de la tangente est 
la perpendiculaire mt hy^. 

Le plan de front we coupe le plan normal suivant {^t, ^'t') ; la 
projection verticale de la tangente est alors la perpendicu- 
laire m't' à ?'e'. 

Le plan horizontal h'i' donne les points {p, p') et (ç, q') situés 
sur le contour apparent horizontal de Thémisphère. 

Le plan horizontal /A:' fournit les points (?•', r) et («', s) appar- 
tenant au contour apparent horizontal de l'hyperboloïde. 

Les points situés sur le contour apparent vertical de l'hyper- 
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boloïde s'obtiennent en prenant pour plan auxiliaire le plan de 
front ae. Ce plan coupe la sphère suivant la circonférence 
(/uv/j, l'v!v'l\) et rhyperboloïde selon Thyperbole de contour 
apparent vertical. 

Les points cherchés sont donc projetés verticalement en 
ti', v\ u\ et v\ ; on en déduit w, v, u, et v^ sur «. 

Pour obtenir les points qui appartiennent au contour appa- 
rent vertical de Thémisphère, il faut prendre pour plan auxi- 
liaire le plan de front ki. Ce plan détermine dans Thyperboloïde 
une hyperbole {f0^if\i^ ^'C'Q'Ciio'i)» qui coupe le cercle [0j0\ 
aux points cherchés (a?- , x) et (y', y). Nous avons construit le 
sommet (ô', 6) de l'hyperbole en remarquant que sa cote est la 
même que celle du sommet (ô'^, 6j) de Fhyperbole déterminée 
par le plan de profil 6jô'j, tel que w6, izi wô. 

Le point de l'intersection situé dans le plan de profil qui con- 
tient Taxe de l'hyperboloïde s'obtient en rabattant ce plan sur le 
plan de front as. 

Après ce rabattement, la demi-circonférence déterminée dans 
rhémisphère et Thyperbole déterminée dans l'hyperboloïde par 
le plan de profil se projettent verticalement suivant la demi- 
circonférence H^'iv'jVj et l'hyperbole v\^\il\ ; le point cherché 
est alors projeté verticalement en {z\, z^ ; on en déduit s' et:. 

La face supérieure du cube coupe l'hyperboloïde suivant le 
parallèle décrit par le point (<p', <p) de la génératrice [cb, dal), 

La face antérieure détermine l'hyperbole [T^xW^^irn^ 
y^x'll^X'^yW), Le trou pratiqué dans le cube, après qu'on a 
enlevé la partie de ce corps comprise dans l'hyperboloïde et 
dans la sphère, est limité : V entre le plan horizontal de pro- 
jection et le plan horizontal a?'y', par les parallèles de l'hyper- 
boloïde qui s'appuient sur les arcs d'hyperbole (lox, tiV) et 
(ir)jy, r^\y') ; â*' entre les plans horizontaux x'y' et 2V,, par les 
portions des parallèles de la sphère qui s'appuient, de part et 
d'autre du pU^rt- 4<î profil [ou, o'a'), sur le cercle et sur la 
courbe XNUQ..., ^et par les portions de parallèles de l'hyper- 
boloïde limitées àiPette courbe ; 3° entre les plans horizontaux 
z'z\, etcpX'j, par les portions de surfaces de la sphère et de 
l'hyperboloïde comprises entre ces deux plans. 

Données numépiques. 

Dans un cadre de 0",27 sur 0",43, placer LT parallèlement 
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aux petits côtés du cadre et à 0",2i du côté inférieur. Prendre 
la ligne de rappel cfo à égale distance des grands côtés. 

Titre extérieur : Intersection de surfaces. 

7'itre intérieur : Cube entaillé par un hémisphère et un 
hyperboloïde. 

6f • Problème. — Représenter^ par ses deux projections la 
parJie extérieure à une sphère donnée du solide compris entre 
un hyperboloïde de révolution à une nappe, son cane asymptote, 
un plan horizontal à la co<i?0",20, et le plan horizontal de pro- 
jection (Gg. 68). 

L hyperboloïde a son axe{z, z') vertical, à 0",H du plan ver- 
tical de projection, et au milieu de la feuille^ son collier dont la 
cote vaut 0™,i2 et sa trace horizontale ont respectivement des 
rayons égaux à 0",05 et 0",ii. 

La sphère dont le centre (o, o') se trouve dans le plan de profil 
conduit par Taxe de V hyperboloïde, à 0"",i98 du plan vertical 
<?^d 0",102 du plan horizontal, passe par le sommet (s, s') du cône 
asymptote (Concours d'admission à l'École centrale — 1881, 
2* session). 

La détermination des contours apparents de l'hyperboloïde 
ne présente aucune difficulté. Pour obtenir ceux de la sphère, 
rabattons le plan de profil zz' sur le plan de front qui passe par 
Taxe de Thyperboloïde. 

Le centre de la sphère vient en (o,, o',) et le rayon OS 
en (OjS, o\s') : o\s' est la vraie grandeur du rayon de la sphère 
dont les contours apparents sont, par suite, les circonférences 
décrites des points o et & comme centres avec un rayon égal 
à o\s\ 

Pour déterminer un i)oint quelconque de Tinlersection de 
l'hyperboloïde ou du cône asymptote avec la sphère, coupons 
ces surfaces par un plan horizontal P'. 

Le parallèle {a'm'b^ amb) de l'hyperboloïde et le parallèle 
[c'm'd\ cmd,) de la sphère se coupent en deux points [m, m') 
et (», n') qui appartiennent à Tintersection des deux surfaces. 

Le parallèle {e'^i'f, e^f) et le parallèle [c'm'd\ cmd) déterminés 
par le plan P' dans le cône asymptote et dans la sphère four- 
nissent les points (ji, ji') et (v, v') appartenant à Fintersection du 
cône et de la sphère. Nous avons construit la tangente [m'i'^ mt) 
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^ à rinlersectioii de l'hyperboloïde et de la sphère, en employant 
la méthode du plan normal. 

Le plan de front cd coupe le plan normal en (m, m') aux deux 
surfaces suivant [og, o'g') ; m!t' est perpendiculaire à o'^. 

Le plan horizontal s'h' coupe ce plan normal selon [h-i\ hi) : 
mt est perpendiculaire à hi. 

Nous avons déterminé les points de l'intersection situés dans 
le plan horizontal Q' et mené la tangente en (^', %) à l'intersec- 
tion du cône asymptote et de la sphère. La normale au cône en 
(tt'jt:) est (tcVc', tcs) : K étant le point où la perpendiculaire /Ar' à 
s'j' coupe o'z' ; la normale à la sphère est [oiz, o'-k'). 

Le plan horizontal o'V détermine dans le plan normal (o'Tz'k', 
OTzk) la droite [Vo','lo); la projection horizontale de la tangente 
en (tc', tz) est la perpendiculaire irO à lo. 

Le plan de front cd coupe le plan normal suivant (oç, o'q'): 
Ti'^' est perpendiculaire à o'q' . 

Les plans horizontaux s'h' et o'I' donnent, respectivement, les 
points situés sur les contours apparents horizontaux de Thyper- 
boloïde et de la sphère. 

Le plan de front ab fournit les points (»',«) et (P', P) de Vinter- 
seclion du cône et de la sphère, situés sur le contour apparent 
vertical du cône. 

Le plan de front cd donne les points [x',x) et [y\ y) apparte- 
nant au contour apparent vertical de la sphère, x' et y' sont les 
points communs au cercle o' et à l'hyperbole ^'x'yX'. 

Pour obtenir les points situés dans le plan de profil zz\ rabat- 
tons ce plan sur le plan de front ab, La circonférence déterminée 
dans la sphère par le plan de profil zz' est, après le rabattement, 
projetée verticalement selon la circonférence décrite de o\ 
comme centre avec o\s' pour rayon; les points cherchés ont 
alors pour projections verticales, u\ et v' ^ (intersection avec 
Thyperboloïde), 8'j et z\ (intersection avec le cône asymptote). 
Ramenant le plan de profil dans sa première position, on obtient 
(w, u'), (t), v') et (8, 8'), (e, z'). 

Le point [s\ s) est un point double de l'intersection du cône et 
de la sphère. Les tangentes en ce point sont les génératrices du 
cône situées dans le plan tangent à la sphère en (s, s'). Imaginons 
que'la sphère ait tourné autour de la verticale s's jusqu'à ce que 
6on centre soit venu en (o^, o\). Le plan tangent à la sphère en 
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{s'ys) est alors perpendiculaire au plan vertical, c'est le plan s'al : 
s'<5 étant perpendiculaire à o\s\ Ramenons la sphère et son plan 
tangent dans la première position par une rotation inverse; la 
trace horizontale du plan tangent est alors la parallèle (^\ ^^ à 
la ligne de terre. Les tangentes en («, 5') sont donc les généra- 
trices («9, s'cp') et («(pj, s'<p\) du cône asymptote. 

Oonnées numériques. 

Dans un cadre de 0",28 sur 0",45, on placera la ligne de terre 
parallèlement aux petits côtés du cadre et à 0™,23 du côté infé- 
rieur. On prendra ss' à égale distance des grands côtés. 

Titre extérieur : Intersection de surfaces. 

Titre intérieur : Hyperboloïde et cône avec une sphère. 

6)Sî. Problème. — Hyperboloïde à une nappe entaillé par 
quatre' sphères {fig, 69). 

L hyperboloïde a son axe (c, z'] vertical, à 0",10o du plan 
vertical et au milieu de la feuille; la cote de son centre est 0™,087 ; 
les rayons de S07i collier (y, y) ^^ de sa trace horizontale (6) ont 
respectivement 0^,008 et 0",09o de longueur. 

Les sphères, dont les centres sont dans le plan du collier (y,YO 
touchent le plan horizontal aux extrémités (a^, a',), (a^, a'^), 
(a,, a\), {a^, a\) des deux diamètres du cercle^ respectivement 
parallèle et perpendiculaire à la ligne de terre. 

On demande de construire les projections des intersections de 
V hyperboloïde avec les sphères. 

Dans la mise à Vencre, on représentera les parties de la sur- 
face de V hyperboloïde qui, placées à Vextèrieur des sphères, 
sont comprises entre le plan horizontal de projection et le plan 
horizontal P' à la cote 0™,171. Oh indiquera les constructions 
employées pour obtenir un point quelconque de l'une des lignes 
d'intersection et la tangente en ce point (Concours d*admission 
à rÉcole centrale — 1882, 1" session). 

Nous couperons l'hyperboloïde et les sphères par des plans 
horizontaux. Soit A' un plan horizontal auxiliaire. 

Ce plan détermine dans Thyperboloïde le parallèle décrit par 
le point {b', b) de la génératrice principale {g^{,gY)- Il coupe les 
sphères tangentes au plan horizontal en a^, a^, a, et a^ respec- 
tivement suivant les circonférences projetées horizontalement en 
ma/w,, P«nj5, ptp^, Pivv,8,. 

Les points communs à ces circonférences et au parallèle de 
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l'byperboloïde appartiennent aux intersections de Thyperboloide 
avec les sphères. Ce sont les points (»i, m'), {m^, m'), {n,n'), 

(«1» O» (P» P% (Pi» P% (^ «') et (v,» «',). 

La tangente en (v, n') est Fintersection des plans tangents en 
ce point à Thyperboloïde et à la sphère a^. Menons du point v 
les tangentes au cercle jzy ^^ joignons cd; cd est la trace hori- 
zontale du plan tangent à Thyperboloïde en (v, n'). La trace 
horizontale du plan tangent en ce point à la sphère a^ est per- 
pendiculaire à va/, nous en déterminons un point en menant la 
ligne de front (vt), nVj'), [n'ri^ est perpendiculaire à nY). et en 
prenant la- trace horizontale tj de cette droite. 

Le point ^ commun aux deux traces horizontales est la trace 
horizontale de la tangente cherchée; cette tangente est, par 
suite, (^v, t'îi). 

Les sphères sont tangentes au cercle de gorge aux points 
{e,e'), if, n (A. A') et (y, Y). 

Le plan horizontal de projection donne les points a^, a,, a, et 
a^. Le plan horizontal P' fournit les points (i, i'), (i,, t'), (/, /'), 

Les sphères a, et a^ se coupent suivant une circonférence située 
dans le plan vertical à 45** dont la trace horizontale est zq. Pour 
obtenir les points de l'intersection situés dans ce plan, rabattons- 
le sur le plan du méridien principal de Thyperboloïde. 

Les points cherchés sont, après ce rabattement, projetés 
Verticalement aux points d'intersection r'j, s\ ^\ et <s\ de la 
circonférence de centre w'^ et de rayon w/^'j avec Fhyperbole 
projection verticale du contour apparent de rhyperboloïde. 
Ilamenant le plan dans sa première position, on obtient (r, r ), 
{s, 8% (p, p') et (cr, O. 

La partie (r[jL5, r'fji's') de l'intersection de la sphère a, avec 
rhyperboloïde est à Tinlérieur de la sphère a,, et la partie {rç5, 
r'cp's') de l'intersection de la sphère a, avec rhyperboloïde est à 
l'intérieur de la sphère a, ; ces deux parties sont donc enlevées. 

Nature de la projection verticale. 

Considérons la sphère tangente au plan horizontal en a, et 

cherchons la nature de la courbe a\n'r'(^'syi\ projection 

verticale de l'intersection de cette sphère et de l'hyperboloïde. 

Prenons pour plans des xy, desxz et desys, respectivement le 
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plan horizontal, le plan de front et le plan de profil qui passent 
par le centre de Thyperboloïde. 

désignons le rayon du cercle de gorge par r et le demi-axe 
imaginaire de Thyperboloïde par c. 

L'équation de Thyperboloïde est : 

£l±l! __£! — ! 



D'ailleurs, en désignant le rayon de la sphère par R, on a : 



c _ ^;'a', _ ^:'n\ R 



^' O'^'^. fn v^R(R + 2rj 



On en déduit : 



Rr* 



R + 2r 



L*équation de l'hyperboloïde peut alors s'écrire 

x«-hy* (R + 2r)2*__ 



r« Rr« 



= 1 (A) 



La sphère tangente au plan horizontal en a, a pour équation 

x^ + y^-hz^ — 2(R + r)ij + r(2R + r) ~ (B) 

Pour obtenir Téquation de la projection verticale de Tinter- 
section des deux surfaces, il suffit d'éliminer y entre les équa- 
tions (A) et (B). 

Tirant x* + y* de l'équation (A) et remplaçant dans (B), on 
trouve aisément Téquation 

z* — Ry + Rr=zO (G) 

Résolvant cette équation par rapport h y et remplaçant dans 
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(A), y par la valeur trouvée, il vient pour équation de la^ro- 
jeclion verticale : 

z'» + R»(a?» — 22) = 

C'est 1 équation d'une lemniscate. 
Les tangentes à l'origine sont 



X 



Ainsi, les tangentes à l'intersection am point double (/*, y) sont 
projetées verticalement selon les bissectrices des angles s'y'^'i ^^ 



z'y'o'. 



Le plan de front a^a^ étant un plan principal commun à la 
sphère a^ et à l'hyperboloïde, la projection verticale a\mr'^ 
s'e'ts'i' de l'intersection des deux surfaces est une parabole. 

La courbe a\p'h'f est une parabole égale à la précédente. 

Nature de la projection horizontale. ^ 

On obtient l'équation de la projection horizontale de Tinter- 
section de la sphère a^ et de l'hyperboloïde en éliminant z entre 
les équations (A) et (B). 

En remplaçant dans (B), z* par sa valeur tirée de (A) et di\i- 
sant par 2 (R + r), on trouve 

^* + y* — (R + '^^)y + Kï^ + '') = o 

C'est l'équation d'un cercle dont le centre est sur za^ à une dis- 
tance du point z égale à r + - , c'est-à-dire au point milieu de 

a^f; son rayon est ■-. 

Données numériques. 

Dans un cadre de 0™,27 sur 0",43, on tracera LT parallèle- 
ment aux petits côtés du cadre à 0™,22 du côté inférieur. 

On prendra la ligne de rappel -^7' à égale distance des grands 
côtés. 

Tit7'e extérieur : Intersection de surfaces. 

Titre intérieur : Hyperboloïde entaillé par quatre sphères. 
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IX. UYPERBOLOÏDE ET CYLINDRE. 

03. Problème. — Hyperboloîde traversé par im cylindre. 

Hyperboloïde de révolution. — Son axe est vertical; son centre 
(o, o') est dans le premier dièdre à 100"™ du plan vertical et à 
80"" du plan horizontal. 

On donne la génératrice (6c, b' c') parallèle au plan vertical; bc 
est aune distance oc du point o égale à 35"" ; on a : cb = 93"", 
b est la trace horizontale de la génératrice (fig. 70). 

Cylindre oblique. — // est à base circulaire; le centre w de ce 
cercle [qui est situé dans le plan horizontal) j est déterminé de la 
manière suivante : sa distance c«ki)' à la ligne de tetTe est de 120"" 
et Von a ; 00) =z 99"". Le rayon du cercle est 65"". La direction 
des génératrices est donnée par (wc, ta'k') k' étant sur oo' à 175"" 
de la ligne de terre, 

L' hyperboloîde est un corps solide limité par un plan horizontal 
situé à 160"" du plan horizontal de projection. 

On représentera par ses projections le solide qui reste après 
que Von a enlevé le cylindre et la portion de V hyperboloîde com- 
prise à V intérieur du cylindre (Concours d'admission à TÉcole 
polytechnique — 1875, 2« composition). 

Les contours apparents des deux surfaces se déduisent aisé* 
ment des données. 

Pour déterminer Tintersection de Thyperboloïde et du cylindre, 
nous les coupons par des plans horizontaux. 

Soit P' un plan auxiliaire horizontal. 

Ce plan coupe Thyperboloïde suivant la circonférence décrite 
par le point (a', a) de la génératrice principale (b'c\ bc). Il déter- 
mine dans le cylindre une circonférence ayant son centre en 
(w\, 0),) et pour rayon le rayon de base du cylindre. Ces deux 
circonférences se coupent en deux points (m, m') et (n, n') qui 
appartiennent à Tintersection de Thyperboloïde et du cylindre. 

La tangente en [m, m^ est Tintersection des plans tangents en 
ce point aux deux surfaces. Le plan tangent à Thyperboloïde a 
pour trace horizontale la droite de qui joint les traces horizo.n-. 
taies d et e des génératrices des deux systèmes qui passent par 
le point (m, w'). Le plan langent au cylindre en (m, m') a pour 

10 
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trace horizontale la tangente p.^ au cercle <<) en {i, trace horizon- 
tale de la génératrice du cylindre qui passe par (m, m'). 

Le point t, commun aux traces horizontales des deux plans 
tangents, est la trace horizontale de la tangente en (m, m') qui 
est, par suite, (^m, tW). 

Le plan horizontal F\ symétrique du plan P' par rapport au 
plan du cercle de gorge fournit les points (p, p') et {q, q'). 

Le plan du cercle de gorge donne les points (r, r') et («, «'), et 
le plan horizontal de projection les points {u, m') et (v, v'). 

Les points situés sur les génératrices de contour apparent du 
cylindre peuvent être obtenus en cherchant directement les 
points d'intersection de ces génératrices avec rhyperboloïde. 
Les points qui appartiennent aux génératrices de contour appa- 
rent horizontal sont (iï, ic') et (p, p') ; le point situé sur la géné- 
ratrice de contour apparent vertical (§16^ ^\t\) est (d, c'). 

En traçant la projection horizontale à Taide des points déter- 
minés, on obtient le point (u, u') situé sur le contour apparent 
vertical de Thyperboloïde. 

La projection verticale présente un point double <p' qu*on peut 
construire directement. Ce point appartient à la projection ver- 
ticale de l'intersection des plans diamétraux conjugués des 
cordes perpendiculaires au plan vertical dans les deux surfaces. 
Ces plans sont : dans l'hyperboloïde, le plan de front ou, et dans 
le cylindre le plan qui détermine les génératrices de contour 
apparent vertical. 

L'intersection de ces deux plans est la droite (te,, t'e',), donc le 
point 9' appartient à z'z\. Coupons maintenant les deux surfaces 
par le plan qui projette (ee,, e'e\) sur le plan vertical, c'est-à-dire 
par le plan horizontal e'e',. Ce plan coupe les deux surfaces sui- 
vant deux circonférences qui, rabattues sur le plan de front ou, 
se projettent suivant v' ^t',v',*, et e'V,e',* ; leur corde commune 
est projetée en ^\^i et le point jdouble cherché est le point <p' 
commun à Wj4>, et c'e',. Les points de l'intersection projetés ver- 
ticalement en <p' sont projetés horizontalement en <p et «}/ sur la 
circonférence vv,. 

Les deux points doubles de la projection horizontale sont sur 
ia projection horizontale de l'intersection des plans diamétraux 
conjugués des cordes verticales. Ces plans sont le plan horizon- 
tal o'a! et le plan qui détermir.e les génératrices de contour appa- 
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rent horizontal du cylindre. Ils se coupent suivant la droite 
menée par (a', a) parallèlement au diamètre pp, du cercle w. 
Cette droite est projetée horizontalement suivant la perpendicu- 
laire ff^ k (ù(t : ^f^ est la ligne des points doubles en projection 
horizontale: 

Le plan horizontal Q' coupe le cylindre suivant la circonfé- 
rence ayant son centre en (/', /). Le cylindre étant enlevé, toute 
la partie de Tintersection projetée horizontalement à l'intérieur 
du cercle /"est vue en projection horizontale. 

Données numépiques. 

Dans un cadre de 300™" sur 440, on tracera la ligne de terre 
parallèlement aux petits côtés du cadre et à 205"* du côté supé- 
rieur. On prendra la ligne de rappel oo' à 120"™ du grand côté 
de gauche. 

Titre extérieur : Intersection de surfaces. 

Titre intérieur : Hyperboloïde et cylindre. 

X. IlYPERBOLOIDE ET CONE. 

04S. Problème. — Intersection d'un hyperboloïde et d^un 
cône. L'axe de V hyperboloïde est vertical. Le pied de cet axe est 
à 0",10 de la ligne de terre. Le rayon de la trace horizontale de 
V hyperboloïde est de 0",09. Le rayon du cercle de gorge est 
de 0",036. Enfiny les génératrices de V hyperboloïde sont inclinées 
à 45* sur le plan horizontal. 

Le cône est de révolution; son axe est parallèle à la ligne de 
terre et passe par le centre de V hyperboloïde. Son sommet est 
à 0™,12 du centre de l* hyperboloïde. Il est circonscrit à la sphère 
engendrée par le cercle de gorge de V hyperboloïde. 

On représentera les deux surfaces ainsi définies et on construira 
les projections de leur intersection. 

On mènera la tangente en un point de cette intersection. 

On ponctuera l'épure en supposant que les deux surfaces 
recouvrent des corps solides (Concours d'admission à TÉcole 
centrale — 1872, 1" session). 

On construit aisément les contours apparents des deux sur- 
faces (fig. 71). Les contours apparents du cône se composent des 
tangentes menées par les points s et s' aux circonférences décrites 
dès points et o' comme centres avec un rayon de 0",036. 
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Les deux surfaces considérées sont de révolution et leurs 
axes se coupent en (o, o'); nous emploierons alors, comme 
surfaces auxiliaires, des sphères ayant pour centre commun le 
point (o, o'). 

La sphère auxiliaire dont le rayon est égal à o'b' détermine dans 
rhyperboloide deux parallèles projetés verticalement en A'wiVet 
en b^n^c^'y et, horizontalement, suivant la circonférence bmc. 

Elle coupe le cône suivant une circonférence projetée vertica- 
lement en âJw!e\ Les cordes communes à cette circonférence et 
aux parallèles de Thyperboloïde sont projetées verticalement 
en n\L et en n', et, horizontalement, suivant m»ij. 

Les quatre points (m, m'), (m^, m'), (m, n') et (7/1^, n') appar- 
tiennent à l'intersection des deux surfaces. 

La tangente en (m, m') a été construite, comme aux n" pré- 
cédents (57, 59, 62), parla méthode dujplan normal. C'est la 
droite (wi^ m'f'); mi et m!i^ sont perpendiculaires respectivement 
à %k et à w'fc'. 

La sphère limite engendrée par le cercle de gorge donne les 
points (a, a') et (a,, a!) situés sur les contours apparents horizon- 
taux de l'hyperboloïde et du cône. 

Le plan de front mené par le centre de Thyperboloïde fournil 
les points if , /), (/*/, f), [g\ g) et (^/, g) situés sur les contours 
apparents verticaux. 

Les deux surfaces sont tangentes à une même surface du second 
degré, donc leur intersection se compose de deux courbes planes 
(voir notre Cours^ 2® vol., 2® fasc). De plus, le clan de front os 
étant un plan principal commun aux deux surfaces, ces courbes 
se projettent verticalement suivant des lignes droites fa'g^ et 
g'a'fi- Ce sont deux ellipses égales qui se projettent horizonta- 
lement suivant une ellipse* dont il est aisé de déterminer les deux 
axes. Le grand axe est fg et le petit axe s'obtient en considérant 
le plan mené par le point milieu (/,/') de (/"/ g\ fg) perpendicu- 
lairement à Taxe {s'o\ so) du cône (voir notre Cours, 2° vol., 
l«'fasc.); le demi-petit axe de Tellipse projetée verticalement 
en f^'g' est rabattu sur le plan de front so suivant /'r/ : il se 
projette horizontalement selon ru; fg et ru sont les deux axes 
de la projection horizontale. 

Données numériques. 

Dans un cadre de 270""" sur 430, on tracera LT parallèlement 
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aux petits côtés et à 200°° du côté inférieur. On prendra la ligne 
de rappel oo' à 155°° du bord de gauche et on donnera au cône 
une hauteur de 230°°. 

Tib'e extérieur : Intersection de surfaces. 

Titre intérieur : Hyperboloïde et cône. 

6S« Problème» — Déterminer V intersection d'un hyperbo- 
loïde de révolution à une nappe et d'un cône de révolution définis 
de la manière suivante : 

L' hyperboloïde a son axe vertical à 0°,10 du plan vertical. Le 
rayon de sa trace horizontale est de 0°,09 et celui de son cercle 
de gorge est égal à 0°,036. Enfin, les génératrices de la surface 
sont inclinées à -i5o sur le plan horizontal. 

Le cône est de révolution; son axe [os, o's'), parallèle à la ligne 
de terre, passe par le centre de V hyperboloïde et son sommet {s,s') 
est à 170°° du centre de V hyperboloïde. 

Enfin ^ le rayon du parallèle du cône situé dans le plan de 
profil mené par le centre de V hyperboloïde est égal à 48°°. 

On mènera la tangente en un point de V intersection et on 
ponctuera l'épure en supposant que les deux surfaces recouvrent 
des corps solides. 

Les contours apparents des deux surfaces se déduisent immé- 
diatement des données {Vig. 72). 

On obtient un point quelconque de l'intersection des deux sur- 
faces, comme au problème précédent, en employant une sphère 
auxiliaire ayant son centre en (o, o'). 

La sphère dont le rayon est {o'a', oa) fournit les points {m'y m), 
(m', mj, (w', m) et («', w,). La tangente en (m', m) déterminée 
par la méthode du plan normal est {mt, m't'), 

La sphère limite inscrite dans le cône donne les points (p', jo), 
{p\Pi)j {q'i p) et {q\ Pi)' En chacun de ces points, Tintersection 
est tangente aux parallèles [b'p'c\ bpcp^) et {b^q'c^y bpcp^) dé- 
terminés dans Thyperboloïde par la sphère limite (théorème des 
surfaces inscrites, n** 5). 

Le plan horizontal o's'. étant un plan principal commun aux 
deux surfaces, leur intersection se projette horizontalement 
suivant une courbe du second degré. 

Cette courbe est une ellipse ayant pour grand axe ru. Pour en 
déterminer le petit axe, considérons le plan de profil qui passe 
par le milieu rf'de ru. Ce plan détermine dans le cône un parallèle 
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projeté verticalement suivant là droite v^x\ et la sphère dont le 
rayon est égal à o'u' donne les points de Tintersection (y', y). 

(y» yù (^'» y) ^^ (^'» yi) ^^^^ ^^^ projections horizontales y et y, 
sont les extrémités du petit axe de Tellipse ryuy^. 

Le plan de front os est aussi un plan principal commun aux 
deux surfaces, donc la projection verticale de Vintersection est 
une courbe du second degré. 

Cherchons si cette courhe admet des asymptotes. 

A cet effet, considérons la sphère inscrite dans rhyperboloïde 
suivant le cercle de gorge et circonscrivons à cette sphère un 
cône Sj homothétiquë du cône S. 

Le cône Sj et Thyperboloïde étant circonscrits à une même 
surface du second degré, leur intersection se compose de deux 
courbes planes. Ces courbes sont projetées verticalement suivant 
les deux droites a'^' et a',P'j qui sont deux directions asymplo- 
tiques de la projection verticale de l'intersection du cône S et de 
rhyperboloïde. 

D'ailleurs, cette projection a pour centre le point S' milieu de 
p'q', puisqu'en p' et q' les tangentes sont parallèles; donc les 
asymptotes de la projection verticale sont les parallèles 6'|i.' et 
S>'i à a/p/ et a'P'. 

Données numépiques* 

Cadre : 280°^" sur 440°". Placer LT parallèlement aux petits 
côtés et à 205°°* du côté inférieur. Prendre la ligne de rappel oo 
à 175™"' du côté de gauche. 

Hauteur du cône : 270°"". 

Titre extérieur : Intersection de surfaces. 

Titre intérieur : Hyperboloïde et cône. 

G6. Problème. — Intersection d'un hyperbolotde de révo- 
lution et d'u7i cône. 

L'axe (z, z') de rhyperboloïde est vertical, à 0^,iO du plan 
vertical; la cote du cercle de gorge (c, c') vaut 0°,08, il a CjOS 
de rayon, et les génératrices rectilignes de la surface font avec 
r horizon un angle de 45®. 

Le cône, dont le sommet (s, s') se trouve dans le plan de profil 
conduit par Vaxe (z, z'), à 0°,0o en avant de cet axe, et à 0",04 
au-dessus du cercle de gorge a pour trace horizontale le cercle ti 
décrit du point z comme centre avec un rayon égal à 0",07. 

On demande de représenter rhyperboloïde supposé plein, et 
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limité y d'une part au plan horizontal F à la cote 0™,19, et de 
Vautre au plan horizontal de projection, en supprimant la partie 
de ce corps compense dans le cône. 

On indiquera les constructions employées pour déterminer un 
point quelconque de Vintersection des surfaces données et la 
tangente en ce point (Concours d admission àTEcole centrale — 

1879, !'• session). 

Ppemièpe méthode (fig. 73). 

Construisons en premier lieu la trace horizontale de l'hyper- 
boloïde, les contours apparents verticaux de Thyperboloïde et 
du cône et la trace de Thyperboloïde sur le plan horizontal P'. 

On reconnaît aisément que le point (s, s') appartient à Thyper- 
bole méridienne située dans le plan de profil passant par l'axe 
(z, z'). Ainsi le sommet du cône est sur Vhyperbolotde. 

l» Choix des surfaces auxiliaires. — Nous couperons les deux 
surfaces par des plans horizontaux. 

Un plan auxiliaire horizontal détermine une circonférence 
dans chaque surface et les points communs à ces deux circonfé- 
rences appartiennent à l'intersection cherchée. 

2* Détermination d'un point quelconque de Vintersection. 

Le plan horizontal R' rencontre la génératrice [g'h\ gh) de 
l'hyperboloïde en (b\ b)\ donc il coupe Thyperboloide suivant le 
parallèle projeté horizontalement selon la circonférence de 
centre z et de rayon zb. 

Pour déterminer la circonférence d'intersection du plan R' et 
du cône S, rabattons le plan de profil qui passe par le sommet 
{s\ s) sur le plan du méridien principal de Thyperboloïde ; Sz se 
rabat en [s^z, s/y) et la génératrice Si vient en (Sjtj, s\i\). 

Les points (o',, oj et {d\, rf,), communs au plan horizontal R' 
et aux droites (5',y» *i«) et [s\i\, «jt,) sont, respectivement, les 
rabattements du centre et d un point de la circonférence cher- 
chée. Ramenons le plan rabattu dans sa première position ; la 
circonférence de centre o et de rayon od est la projection hori- 
zontale de rintersection du plan R' et du cône (s', s). 

Les circonférences zb et od se coupent en deux points m et m^ ; 
on en déduit m' et m\ sur R' : (?w, m') et (m,, m\) sont deux 
points de l'intersection de l'hyperboloïde et du cône. 

On voit que la projection horizontale de l'intersection est 
symétrique par rapport à la droite z^'z' ; il en est de môme de la 
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projection verticale; le plan de profil z^z' est, en effet, un plan 
principal commun aux deux surfaces. 

3® Tangente en {m, m'). — Elle est l'intersection des plans 
tangents en ce point aux deux surfaces. 

Le plan tangent à Thyperboloïde a pour trace horizontale la 
droite ffJi déterminée par les traces horizontales des généra- 
trices des deux systèmes GjKj et L^N^ qui passent par le point 
(m, m'). Le plan tangent au cône a pour trace horizontale la 
tangente au cercle w en /", trace horizontale de la génératrice SM, 
donc la trace horizontale de la tangente à l'intersection en 
(m, m') est le point t commun aux droites g^l^ et fi ; cette tan- 
gente est, par suite, la droite {tm, t'm'). 

4® Points remarquables. — Ce sont : 

1^ Les points (p, p') et (p,, p\) situés sur le contour apparent 
horizontal de Thyperboloïde. On les obtient en prenant pour 
plan auxiliaire le plan du cercle de gorge ; leur détermination 
se lit aisément sur Tépure. 

En p et /?j, la projection horizontale de l'intersection est 
tangente à la projection liorizontale du collier. 

2** Les points («, u') et («j, u\) situés dans le plan horizontal P'. 
Ce plan détermine dans le cône une circonférence projetée 
horizontalement suivant la circonférence de centre t et de 
rayon e8 ; les points w et Wj communs à cetle dernière circonfé- 
rence et à la circonférence zu sont les projections horizontales 
des points cherchés qui sont, par suite, projetés verticalement 
en u' et u\, 

3* Les points {q^ q') et (5, 5') situés dans le plan de profil zys'. 
Nous les avons obtenus en prenant ce plan pour plan auxiliaire. 
Il coupe Thyperboloïde suivant une hyperbole et le cône suivant 
les génératrices Si et Se; rabattant le plan de profil sur le plan 
du méridien principal de Thyperboloïde, on obtient les points 
(Yj, q^ et (s'„ s,) communs à l'hyperbole et à la génératrice SI ; 
on en déduit [q,q') et (s, s'). 

En [qyq')\B. tangente à l'intersection est parallèle à LT. 

Le point (s, a') est unjoom^ double. Les tangentes en ce point 
sont les génératrices (as, a's') et (ps, ^'s'\ intersections du cône 
et du plan tangent à l'hyperboloïde en (s, s'), plan qui a pour 
trace horizontale g^l^. 
' Nous donnons plus loin (3* Méthode) une méthode préférable 
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qui ne suppose pas tracé le contour apparent vertical de Thy- 
perboloïde. * 

4° Les points (r, r') et {r^, W,) appartenant au contour appa- 
rent vertical du cône. On les obtient en relevant les points r et r, 
situés sur sa et si et déterminés avec une exactitude suffisante 
par le mouvement de la projection horizontale de l'intersection. 
En r' et r',, la projection verticale de Tintersection est tangente 
à s'a' et s'i\. 

La troisième méthode, exposée plus loin, permet d'obtenir 
directement les points (r, r') et r^ r\), 

5° Branches infinies. Asymptotes. — Au lieu d'employer des 
plans horizontaux, on aurait pu déterminer les points d'inter- 
section d'un certain nombre de génératrices du cône avec l'hy- 
perboloïde (voir plus loin, 3* Méthode). 

U résulte de là que, pour que l'intersection ait des points à 
rinfini, il faut que le cône et l'hyperboloïde aient des généra- 
trices parallèles. 

Or, les génératrices de l'hyperboloïde sont, dans chaque sys- 
tème, parallèles à celles du cône asymptote; donc, si l'intersec- 
tion présente des branches infinies, le cône donné et le cône 
asymptote ont des génératrices paredlèles. 

Pour décider, transportons le cône S parallèlement à lui-même 
au sommet (z, k') du cône asymptote et construisons la base du 
cône transporté. 

C'est une circonférence dont on obtient le centre x en menant 
la parallèle k' x'^ à s^yei en ramenant la droite (fcVj, zx,) dans 
le plan de profil zyz'. En traçant la parallèle {k'y\y ^yil^ la 
génératrice {s\i\, s^i^) et en ramenant [k'y\,zy^) dans le plan de 
profil zyz', on obtient en y un point de la base du cône trans- 
porté ; cette base est, par suite, la circonférence de centre x et 
de rayon xy. 

Cette circonférence est tangente en ej à la base du cône 
asymptote, donc le cône transporté et le cône asymptote ont 
pour génératrice commune la génératrice (ze,, Ke\). Il en résulte 
que les génératrices parallèles du cône S et du cône asymptote 
sont dans le plan de profil -^z; ce sont les génératrices Se et 
{ze,, k'e\). 

L'asymptote est Vintersection du plan tangent au cône S sui- 
vant la génératrice Se avec le plan tangent à t hyperboloïde et 
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déterminé par les génératrices parallèles à (sCj, k'e\). Or, ce 
dernier plan est tangent au cône asymptote suivant {ze^, k'e'^); 
il est donc parallèle au plan tangent au cône suivant Se, et, par 
suite, rintersection de ces deux plans, c'est-à-dire Tasymptote, 
est rejetée à Tinfini; les branches infinies de Tintersection sont 
donc paraboliques. 

Données numériques. 

Cadre ; 270"*" sur 430°". Tracer LT parallèlement aux petits 
côtés et à 225"" du côté inférieur. Prendre zz' à égale dislance 
des grands côtés. 

Titre extérieur : Intersection de surfaces. 

Titre intérieur : Hyperboloïde et cône. 

07. Deuxième métliode (fîg. 73 bis). 

Nous nous proposons de résoudre le même problème en appli- 
quant la méthode des projections coniques (voir notre Cours, 
2«vol., 2«fasc., n<>127). 

Projetons coniquement sur le plan horizontal^en prenant pour 
centre de projection le sommet S du cône^ les sections détemwiées 
dans l' hyperboloïde et dans le cône par un plan horizontal auxi- 
liaire W. 

La section déterminée dans le cône par lé planU' est une cir- 
conférence qui se projette coniquement suivant la circonférence w. 

La section déterminée dans Thyperboloïde est le parallèle qui 
passe parle point (6', b); son centre est (i', i). La projection 
conique de ce parallèle est la circonférence ayant pour centre le 
point ij, projection conique du centre {i\ i), et passant par le 
point dp projection conique du point b; les points if et ô^ sont 
respectivement les traces horizontales des projetantes coniques 
SI et SB ; pour déterminer la trace horizontale e'j de SI, nous 
avons rabattu le plan de profil si sur le plan du méridien prin- 
cipal de Thyperboloïde. 

Les deux circonférences c» et t\ b^ se coupent en deux points, 
nti et (JLp qui sont les projections coniques de deux points de 
rintersection cherchée. Les projetantes inverses (m|S, m\s) et 
(h^i*» H^'i^) fournissent tw' et p.' sur R'; on en déduit m sur sm^y et 
^ sur s\L^ : (m', m) et (p.', (jl) sont deux points de l'intersection de 
rhyperboloïde et du cône. 

Observons que les deux droites bi et b^i^, parallèles toutes 
deux à BI, sont parallèles entre elles. Cette remarque permet 
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de simplifier un peu les tracés ; on détermine la projection 
conique A, d'un point [b, b') du parallèle de l'hyberboloïde et 
on mf»ne la parallèle ôji'i à bi; le point i\ est la pix>jection 
conique du centre du parallèle considéré. 

Les points («, n') et (v, v'), situés dans le plan horizontal P', 
se déterminent en projetant coniquement le parallèle de Thyper- 
boloïde situé dans ce plan. 

Pour cela, on construit la projection conique d^ d'un point 
quelconque (rf, d') du parallèle P' et, conformément à la re- 
marque précédente, on mène la parallèle rfjOj à do; le point o, 
est la projection conique du centre (o, o') du parallèle de Thy- 
perboloïde et, par suite, la projection conique de ce parallèle 
est la circonférence décrite de Oj comme centre avec o^d^ pour 
rayon. Cette circonférence coupe la circonférence w (projection 
conique de la section faite dans le cône par le plan P') en deux 
points nj et v^ qui sont les projections coniques des points de 
Tinlersection situés dans le plan P'. Les projetantes inverses 
(n^s, n\s') et (v,5, v',5') fournissent n' et v' sur P', puis n et v. 

Les points (p, p') et (ic, 1:'), situés sur le contour apparent 
horizontal de l'hyperboloïde, s'obtiennent en projetant conique- 
ment le collier et la circonférence déterminée dans le cône par 
le plan du collier. 

Cette circonférence se projette coniquement suivant la 
circonférence w. On obtient la projection conique du collier 
en déterminant la projection conique e^ du point {e', e), en 
menant la parallèle ejc^ à ek et en décrivant une circon- 
férence ayant fcj pour centre et k^e^ pour rayon (on déduit 
aisément des données que le point e^ est sur la ligne de terre). 

Les circonférences w et k^e^ se coupent en deux points p^ et iC| 
qui sont les projections coniques des points cherchés; on en 
déduit, comme précédemment, (p', p) et (ic', ir). 

Les points (7, q') et (5, s') situés dans le plan de profil z^z' et 
les points (r, W) et (p, p') situés sur le contour apparent vertical 
du cône ont été obtenus comme au n" 66-4°. 

e8. Troisième méth€»de (fig. 73 tei^), 

1* Surfaces auxiliaires. 

Nous avons démontré (voir notre Cours, 2* vol., 2° fasc, 
n°* 173 et 174) que, lorsqu^on coupe un hyperboloide par un plan 
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contenant une généi'atrice de la surface, la section se réduit à deux 
droites. 

Supposons que la génératrice choisie passe par le sommet 
[s, s')à\x cône ; le plan sécant déterminera aussi dans le cône deux 
génératrices faciles à construire, et les points communs aux 
génératrices de Thyperboloïde et à celles du cône appartiendront 
à l'intersection des deux surfaces. Ainsi, on peut employer 
comme surfaces auxiliaires des plans menés par l'une des géné- 
ratrices de V hyperboloïde qui passent par le sommet du cône. 
celle dont la projection horizontale est sg^^ par exemple. 

Les traces horizontales des plans auxiliaires passeront toutes 
par le pointât- 

Détermination d'un point quelconque de V intersection. 

Soit gj,^ la trace horizontale d'un plan auxiliaire. Ce plan 
détermine dans Thyperboloïde deux génératrices projetées 
horizontalement , Tune en sg^ , l'autre en IJi^ {Jtji^ étant de 
système différent de celui auquel appartient sg^ ; il détermine 
dans le cône deux génératrices qui se projettent horizontalement. 
Tune en sf et l'autre en sf^ : les points s, met n sont les projec- 
tions horizontales de trois points de l'intersection cherchée; les 
projections verticales de ces points sont sur s'f et s'f^. 

La tangente en (m, m') se construirait comme au n* 66-3°. 

3** Points remarquables. 

1® Le point (r^, r^J, situé sur la génératrice de contour appa- 
rent vertical du cône {sa^, s'a\)y s'obtient en considérant le plan 
auxiliaire dont la trace horizontale est ^^a^ ; il est l'interseclion 
des génératrices du cône et de Thyperboloïde projetées respec- 
tivement en sa^ et /^^s- Le point (r, r'), appartenant à la géné- 
ratrice {sa, s'a'), est symétrique du point (r,, r\) par rapport au 
plan de profil zyz\ 

2** Le point (5^,7') situé sur la génératrice de profil (*<,«'«') se 
détermine en prenant pour plan auxiliaire celui dont la trace 
horizontale est g^i; /,A*, coupe si en q; rabattant le plan de 
profil zys' sur le plan du méridien principal de Thyperboloïde, 
on obtient [qi.q'^ sur [s^a^, ^'i^'i) et on déduit ^ sur s'i'. 

La tangente à l'intersection en [q^q') est parallèle à la ligne de 
terre. 

3® Les plans auxiliaires limites sont ceux dont les traces 
horizontales g^x et ^jX, sont tangentes à la trace horizontale du 
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cône (s',s). Le premier de ces plans fournit le point {v,v') inter- 
section des génératrices du cône et de Thyperboloïde projetées 
respectivement en sx et l^k^, 

En {vy), la tangente à Tintersection des deux surfaces est la 
génératrice L^K^ déterminée dans Thyperboloïde par le plan 
auxiliaire limite. 

Le second plan limite g^Xi donnerait un point situé au-dessus 
du plan horizontal P'. 

A^ Le plan auxiliaire dont la trace horizontale est la perpen- 
diculaire gj à zy fournit les tangentes en (5,s'); ce sont les 
droites (as,aY) et (p«,pV). 

5° Les points {p,p') et {Pi^p\)t situés sur le contour apparent 
horizontal de Thyperboloïde ont été déterminés comme au 
n® 66-4*. Les points (u,m') et {u^yU\) appartenant au plan hori- 
zontal P' s'obtiennent en prenant ce plan pour plan auxiliaire ; 
il coupe la génératrice du cône {s'a', sa) en (S'S); le centre de la 
circonférence qu'il détermine dans le cône est (e,e'), 8e étant 
parallèle à LT; la circonférence 5e fournit u et u^, on en dé- 
duit u' et u',. 

Oonnées numépiques. 

Même disposition qu'au n* 66. 

Od. Problème. — Représenter par ses projections le solide 
commun à un cône et à un kyperboloïde qui ont une génératrice 
commune. Les deux surfaces recouvrent des corps solides. 

Hyperboloïde de révolution. — Axe vertical au milieu de la 
feuille : centre en {OyO') : 

o'a = TO"»", ox = 120™. 

Le rayon oa du cercle trace horizontale de la surface est 
de ilO™" ; le rayon du cercle de gorge est de 45™™. 

La génératrice (aôs, a'o's') parallèle au plan veiHical sera 
la génératrice commune. , 

Cône. — Cône oblique à base circulaire ; sa base est dans le 
plan horizontal; le sommet est en (»,«'), as 1= 180™™. 

Le centre de la base est en c tel que ca ^ 100™™ et es ^ 150™™. 
Le cercle de base doit passer par le point a, son rayon est 
donc 400™™. 

On ne considérera, pour la représentation du solide commun. 
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que la nappe du cône située entre le sommet et le plan horizon- 
taly mais on prolongera un peu la courbe d'intersection des deux 
côtéspour bien montrer sa forme; ces prolongements seront faits en 
pointillé (Concours d'admission à l'École polytechnique — 4876 
1'® composition). 

On construit aisément les contours apparents des deux sur- 
faces sur les deux plans de projection (fig. 74). 

Pour déterminer l'intersection de Thyperboloïde et du cône, 
nous appliquerons la méthode exposée au no précédent { 68 ), 
c'est-à-dire que nous emploierons comme surfaces auxiliaires 
des plans passant par la génératrice commune [abs,a'os')» 

Les traces horizontales de ces plans passeront toutes par le 
point a. Soit ai la trace horizontale d'un plan auxiliaire. Ce plan 
détermine dans Thyperboloïde, outre la génératrice (aA5,a'oV). 
la génératrice de système différent projetée horizontalement 
suivant la tangente Ik à la circonférence ob. 

Il détermine dans le cône les deux génératrices [sa^^a!) et 
[sijS'i') : les points communs aux génératrices du cône et 
de rhyperboloïde appartiennent à l'intersection cherchée; ce 
sont : la génératrice commune {abs,a'o's') et le point {m,my Le 
plan auxiliaire dont la trace horizontale est al fournit de la 
même manière le point (hl,^-') : \i- eat l'intersection de sp et de la 
tangente "ky à la circonférence ob. 

Nous avons construit la tangente à l'intersection en (v^,i«.'); 
c'est la droite (9}i.,6'|i.'). Sa trace horizontale Ô est l'intersection 
des traces horizontales \\ et pO des plans tangents à l'hyperbo- 
loïde et au cône en (|j^,h.'). 

Points remarquables. 

'4® Le point {n^n') appartenant à la génératrice de contour 
apparent vertical du cône {sd,s*d') s'obtient en considérant le 
plan auxiliaire dont la trace horizontale est ad; la projection 
horizontale du point cherché est l'intersection n de sd avec 
la tangente l^k^ à la circonférence ob. Nous trouvons d'une ma- * 
nière analogue le point {p,p') situé sur la seconde génératrice de 
contour apparent vertical {se,s'e') : p est l'intersection des deux 
droites se et /jfcj. 

2* Les points {q.q') et (r,r') situés sur les génératrices de con- 
tour apparent horizontal du cône {sf,s'f) et {sgyS^g') se détermi- 
nent en considérant successivement le plan auxiliaire dont la 
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trace horizontale est af et celui dont la trace horizontale est ag. 

3* Le plan anxiliaire tangent au cône, c'est-à-dire ayant pour 
trace horizontale la tangente al^ à la trace horizontale du cône, 
fournit le point (v,r') où l'intersection des deux surfaces coupe 
la génératrice commune. Cette génératrice faisant partie de Tin- 
tersection, le point {vyv') est un point double. Les deux surfaces 
sont tangentes en ce point : le plan tangent commun est a l^ Y. 

4° Le plan auxiliaire tangent à Vhyperboloïde en (5,5') a pour 
trace horizontale la droite a/j, l^ étant la trace horizontale de la 
génératrice de système différent de celui de Sa qui passe par S. 
La génératrice (sA,s'A') déterminée dans le cône par ce plan est 
tangente à Tintersection en ( 5, s'), 

5^ Les points situés sur le contour apparent horizontal de 
rhyperboloïde s'obtiennent en prenant pour plan auxiliaire le 
plan du cercle de gorge. 

Ce plan coupe le c6ne suivant une circonférence ayant pour 
centre le point (9',<p) de {s!c\ se) et passant par le point [b\b) de 
la génératrice (sV,sa) ; cette circonférence coupe le collier 
de rhyperboloïde au point cherché (w,u'). 

Les lignes de rappel des points où la projection horizontale 
«umnv... de Tintersection coupe la projection horizontale du 
méridien principal de rhyperboloïde fournissent les points de 
l'intersection appartenant au contour apparent vertital de 
rhyperboloïde. 

6* La projection horizontale de l'intersection présente un 
point double. Ce point appartient à la projection horizontale 
de l'intersection des plans diamétraux conjugués des cordes ver- 
ticales dans rhyperboloïde et dans le cône. 

Le premier de ces plans est le plan du cercle de gorge. Le 
second est le plan qui détermine les génératrices de contour 
apparent horizontal du cône ; il a donc pour trace horizontale fg; 
sa trace verticale est xy^ obtenue au moyen de l'horizontale 
(^y> *y) parallèle à fg. 

L'intersection des deux plans diamétraux est l'horizontale 
(z'r'j, zz^) : le point double de la projection horizontale est 
sur zz^. 

Branches infinies. Asymptotes» 

Nous avons montré au problème précédent (66-5*) que si l'in- 
tersection présente des branches infinies^ le cône donné et le cône 
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asymptote de Thyperboloïde ont des génératrices parallèles. 

Actuellement, pour reconnaître si ces deux cônes ont des gé- 
nératrices parallèles, transportons le cône asymptote parallèle- 
lement à lui-même de manière que son sommet (o',o) vienne 
coïncider avec celui (s', s) du cône donné. 

La génératrice (08, o'S') du cône asymptote vient en {sa, s'a'), 
donc la trace horizontale du cône transporté est la circonférence 
décrite de s comme centre avec sa pour rayon. 

Cette circonférence coupe la trace horizontale du cône donné 
en deux points a et e qui sont les traces horizontales des géné- 
ratrices communes {sa, s'a') et {st, s't'). 

Les parallèles 08 et ov à sa et *e sont les projections horizon- 
tales des génératrices du cône asymptote qui sont parallèles aux 
génératrices {sa, s'a') et (ss, s'z') du cône donné. 

Considérons en premier lieu la génératrice Ov. 

Nous avons prouvé (66-5**) que Tasymptote correspondante est 
l'intersection du plan tangent au cône S suivant la génératrice 
Se avec le plan tangent au cône asymptote suivant la généra- 
trice Ov. 

Le premier de ces plans a pour trace horizontale la tangente 
it au cercle arfe et le second la tangente vf au cercle 8v ; la trace 
horizontale de l'asymptote cherchée est le point t commun aux 
deux droites e^ et vf . Cette asymptote est d'ailleurs parallèle à Se, 
donc ses projections sont la parallèle tg à sz et la parallèle Vf 
à s't'. 

Quant à la seconde génératrice OS, elle fournît, de la même 
manière, comme asymptote, la droite {sa, s'a'). Cette droite fait 
partie de Tirttersection et elle est elle-même son asymptote. 

Données numépicfues. 

Dans un cadre de 280"^" sur 450™™, on placera la ligne de 
terre parallèlement aux petits côtés et à 170™™ du côté supérieur. 
On prendra la ligne de rappel 00' k 155™™ du grand côté de 
gauche. 

Titre extérieur : Intersection de surfaces. 

Titre iîitérieur : Solide commun à un cône et à un hyperbo- 
loïde. 

TO. Problème. — On donne un cube dont V arête a 0^^,12 et 
qui a sa base AACD dans le plan horizontal (fig. IS), Le point A 
est sur la ligne de terre et AB fait un angle de 30* avec la ligne 
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de terre. On mène la verticale du centre du cube. C'est taxe d'un 
hyperbolotde de révolution ayant pour génératrice la diagonale 
BK de la face latérale BG. Le sommet E qui se projette horizon- 
talement en A est le sommet d'un cône de révolution dont l'axe . 
passe par le milieu I de V arête verticaleKC. Le milieu G de P arête 
horizontale KH (qui se projette suivant BCJ est un point de la 
surface. 

On demande : 

i* De trouver la courbe d'intersection des deux surfaces; 

2* De représenter Vhyperboloîde supposé plein, en enlevant la 
partie située à l'intérieur du cône (Concours d'admission à 
rÉcole polytechnique — 1879). 

lo Contours apparents. 

La trace horizontale de Thyperholoïde est la circonférence 
circonscrite au carré ABGD et la projection horizontale du collier 
est la circonférence inscrite dans ce carré ; on en déduit aisé- 
ment l'hyperbole contour apparent de la surface sur le plan 
vertical. Cette hyperbole est tangente à b'K enj' ; ses asymptotes 
sont les projections verticales des génératrices des deux systè- 
mes qui sont parallèles au plan vertical. Observons encore qu'il 
résulte des données que la trace horizontale du cône asymptote 
se confond avec la projection horizontale du coUier. 

Le plan vertical AG est un plan principal commun aux deux 
surfaces ; il est alors avantageux, au point de vue de la simplicité 
des constructions, de prendre ce plan pour plan vertical de pro- 
jection auxiliaire L'T'. Sur ce plan, Taxe de Thyperboloïde se 
projette en oo\ et l'axe du cône en e\ o\ i\ {i\ étant le milieu 
de kV^ ; la génératrice du cône qui passe par le milieu (9, g') de 
KH a pour projection ef^ g\ k\. 

Déterminons le contour apparent du cône sur le plan vertical 
L'T'. Pour cela, il suffît de faire tourner la génératrice {eg, c'j g\) 
autour de Taxe (eo, e\o\)f jusqu'à l'amener dans le plan vertical 
L'T'. Le point {g, g\) vient en G| obtenu en menant la perpen- 
• diculaire g\t^ à e!^o\ et en prenant tfi^ = t^ff^ («i^'i étant 
l'hypoténuse du triangle ^ig\Gfi, rectangle en ^^ et dans lequel 
^iG\ = |i^). Joignant effi^, on a une première génératrice de 
contour apparent du cône; la seconde est 6^1 y', symétrique de 
tffi^ par rapport à ^iO\. 

On déduit iinmédiatement de là le contour apparent du cône 

a 
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sur le plan horizontal. Il suffît d'inscrire dans Tangie Yi^fit ^^ 
circonférence de centre o\ et de décrire du point o comme centre 
une circonférence égale ; ces deux circonférences peuvent être 
considérées comme les contours apparents d'une sphère inscrite 
dans le cône ; on obtient alors le contour apparent horizontal 
du cône en menant du point e les tangentes ez et ez^ à la circon- 
férence de contour apparent horizontal de la sphère. 

2* Surfaces auxiliaires. 

L'axe de l'hyperboloïde et l'axe du cône se coupent en (o, o'] ; 
nous emploierons alors des sphères ayant pour centre commun le 
point (o, o'). 

3® Détermination d'un point de l'intersection. 

Considérons la sphère auxiliaire qui détermine dans l'hyper- 
boloïde le parallèle (a'P', a^yS) projeté sur le plan L'T' en ^\Yi' 
Cette sphère a pour projection verticale, sur le plan LT', le 
cercle décrit de o\ comme centre avec o\^\ pour rayon ; elle 
coupe le cône suivant un parallèle projeté sur le plan auxiliaire 
selon la droite S'jy'j. 

Les points communs aux deux parallèles appartiennent à 
l'intersection de l'hyperboloïde et du cône ; ils sont projetés 
verticalement, sur le plan L'T', au point m\ commun aux deux 
droites S'^y^ et ^\Yi- ^^ ^^ déduit m et n sur le cercle «^yS, • 
puis m' et n' sur a'p' ; les points (m, m') et (n, n') sont deux points 
de l'intersection cherchée. 

A^^ Tangente à Vintersection en {m, m'). 

C'est la perpendiculaire au plan normal en ce point aux deux 
surfaces. La normale à Thyperboloïde en [m, m') coupe Taxe au 
même point (o, w') que la normale en (a, a'). Elle est projetée 
horizontalement en om et, verticalement, sur le plan L'T', sui- 
vant (ii>\m\. 

La normale au cône est projetée, sur le plan auxiliaire L'T', 
suivant la droite m\<^\, ^\ étant le point de rencontre avec e\o\ 
de la perpendiculaire 8'2<p'i à e\l\ ; elle se projette horizontale- 
ment suivant (pm. 

La trace verticale du plan normal sur le plan L'T' est «'i9\» * 
donc la projection verticale de la tangente sur le plan L'T' est la 
perpendiculaire m\t\ à w'içV 

Là trace du plan normal sur le plan du collier est xk,, donc la 
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projection horizontale de la tangente en (m, m!) est la perpen- 
diculaire mt à irjC|. 

La trace de la tangente {m\t\^ mt) sur le plan du collier est 
(^'i> ^); on en déduit 6', puis la projection verticale 6'm't' de la 
tangente. 

5* Points remarquables, 

i^ Les points (p, p') et [q^ q') situés sur le contour apparent 
horizontal de Thyperholoïde, ont été déterminés en prenant 
pour sphère auxiliaire celle qui contient le collier projeté sur le 
plan L'T' suivant la droite v/v', ; le rayon de la sphère auxiliaire 
est o'jv'j. 

En p et q, la projection horizontale de l'intersection est tan- 
gente à la projection horizontale du collier. 

2^ Les points (r , r') et [s, s'), appartenant à la trace horizontale 
de Thyperholoïde, s'obtiennent en prenant pour sphère auxi- 
liaire celle qui coupe Thyperboloïde suivant le cercle ABCD. 
Cette sphère est projetée, sur le plan vertical L'T, suivant le 
cercle de centre o\ et de rayon o',A, 

3* Les points (u, u!) et (v, v') situés sur la base supérieure de 
Thyperboloïde s'obtiennent immédiatement en prenant les points 
de rencontre de cette base avec les génératrices du côiie EG 
etEV. 

4® Pour déterminer les points situés sur les génératrices de 
contour apparent horizontal du cône, nous chercherons direc- 
tement les points de rencontre de ces génératrices avec l'hyper- 
boloïde. 

A cet effet, nous construisons en premier lieu la projection 
verticale e\z\ des génératrices du cône sur le plan L'T'; z\ est 
sur la projection verticale de l'équateur de la sphère OZ. 

Cela posé, considérons le plan déterminé par la génératrice 
{ez^e'^zf^) du cône et par la génératrice (eD, c'a') de l'hyperboloïde. 
Ce plan a pour trace horizontale la droite ID ; il détermine dans 
l'hyperboloïde la génératrice de système différent de celui de 
(De, d'e'), projetée horizontalement suivant la tangente D,y àla 
projection horizontale du collier. Le point y, commun aux deux 
droites Djy et e/, est le point cherché; le point appartenant à ei^ 
est le symétrique op de y par rapport à eo. 

Oh détermine aisément l'ordre dans lequel il faut joindre les 
projections des points trouvés. 
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5^ La projection horizontale de Tintersection est symétrique 
par rapport à eo; elle présente deux points doubles «V et 4^^. 

La droite qui contient ces points doubles est la projection 
horizontale de Tintersection des plans diamétraux conjugués 
des cordes verticales dans Thyperboloïde et dans le c6ne. Le 
premier de ces plans est le plan du collier ; sa trace verticale 
sur le plan L'T' est v\v',. Le second est le plan qui contient les 
génératrices de contour apparent horizontal du c6ne ; il est 
perpendiculaire au plan vertical L'T' et a pour trace, sur ce plan, 
la trace €fz\. 

L'intersection des deux plans diamétraux est [^\ ^^^ : 4'4'i ^^ 
la ligne des points doubles en projection horizontale. 

6** Branches infinies. Asymptotes, 

Gomme au n* 69, transportons le cône asymptote de l'hyper- 
boloïde parallèlement à lui-même de manière que son sommet 
vienne coïncider avec le sommet (e, e') du cône donné. La 
parallèle ^\(T| à t9 est une génératrice de contour apparent du 
cône transporté, sur le plan vertical L'T'. La trace horizontale 
de ce cône est, par suite, la circonférence décrite de e comme 
centre avec e<5^ pour rayon. 

Déterminons maintenant les génératrices communes au cône 
donné et au cône transporté. A cet effet, coupons les deux cônes 
par la sphère ayant pour centre leur sommet commun E et pour 
rayon e\<s^. 

Cette sphère détermine dans le cône donné une circonférence 
projetée, sur le plan L'T', suivant la droite 'vi't'vi'i* Elle coupe le 
cône transporté suivant la circonférence de centre e et de rayon 
e^i* La corde commune aux deux circonférences est projetée 
horizontalement suivant pp',p| et les points p et p,, communs à 
cette droite et à la trace horizontale du cône transporté, sont les 
traces horizontales des génératrices communes qui sont, par 
suite, projetées horizontalement suivant ep et ^p^ et, verticale- 
ment, sur le plan L'T', suivant ^ip',; leurs projections verticales 
sur le plan vertical LT sont e'p' et e'^\. 

En menant par o les parallèles ou à op et o\}^ à op|, nous aurons 
les projections horizontales des génératrices du cône asymptote 
parallèles aux génératrices du cône donné. 

Nous avons vu (66-5o) que les asymptotes sont les intersections 
des plans tangents au cône asymptote suivant les génératrices 
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projetées horizontalement en ou et Oi^i avec les plans tangents au 
cône donné suivant les génératrices (ep, e'jp'j) et (ep^, e\^\). 

La trace horizontale du plan tangent au cône asymptote suivant 
la génératrice projetée horizontalement en ou est la tangente u^ 
H la circonférence ou. Cherchons la trace horizontale du plan 
tangent au cône donné suivant la génératrice (ep, e'^p',). Cette 
trace passe par le point p ; pour en déterminer un second point, 
observons que la trace horizontale du plan tangent, sur le plan 
caractérisé par la ligne de terre L"V\ est la tangente £x à la 
demi-circonférence décrite sur ■n'i'n't comme diamètre ; sa trace 
verticale, sur le plan L'T' est e'jX. 

Le point Ç où cette trace verticale coupe L'T' est un point de 
la trace horizontale cherchée qui est, par suite, la droite l[p. 

Le point Ç, commun aux traces horizontales, uÇ et Çp, est la 
trace horizontale de Tasymptote cherchée dont les projections 
sont, par conséquent, ^l^ et l'l\ parallèles respectivement aux 
droites cp et e'p'. 

D'après ces développements, on détermine aisément la seconde 
asymptote dont la trace horizontale est le point x ; ses projec- 
tions, horizontale et verticale, sont parallèles respectivement 
aux droites ep^ et e'p'j. 

Observons enfin que le plan horizontal coupe le cône suivant 
la branche d*hyperbole rp^^s/ ayant pour sommet le point \ 
trace horizontale de la génératrice {e\ c'^Yi)- ^^ tangentes à 
Vhyperbole en p,p| et / sont respectivement pÇ, p^x et el, 

La représentation deThyperboloïde supposé plein, en enlevant 
le cône, ne présente aucune difficulté. 

Oonnées niunériques. 

Dans un cadre de 280"" sur 440"", on placera la ligne de terre 
parallèlement aux petits côtés du cadre et à 270"" du côté infé- 
rieur. On prendra le point A à 75"" du grand côté de gauche. 

Titre extérieur : Intersection de surfaces. 

Titre intérieur : Hyperboloïde et cône. 
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